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Zusammenfassung

Die Diplomarbeit beschéftigt sich mit einer zentralen Fragestellung der Robotik:
Der Bestimmung kollisionsfreier Wege fiir Roboter. Eine besondere Aufgabe besteht
darin, den kiirzesten Weg zwischen einem gegebenen Paar von Start- und Zielpunkt zu
finden. Hierzu ist eine Beschreibung der Geometrie des Roboters und seiner Umgebung
erforderlich. Ohne vorzunehmende Einschrinkungen hinsichtlich der Freiheitsgrade des
Roboters und der Form der Hindernisse ist dieses Problem praktisch nicht 16sbar. Daher
soll hier der Roboter als Punkt idealisiert werden, welcher sich nur auf einer Ebene (2
dimensionales Problem) bewegen kann. Die Hindernisse werden durch Polygone

représentiert.

Die Realisierung der Aufgabe kann grob in vier Schritten erfolgen. Zunichst sollen
die Polygone sowie deren Platzierung in der Ebene modelliert werden. Danach wird aus
diesen Hindernissen unter Beachtung des Start und Zielpunktes ein Graph erstellt,
dessen Kanten mogliche Teilwege des Roboters darstellen. Um die Probleme wihrend
dieser zwei Schritte, wie z.B. das Finden méglicher Schnitte zwischen Kanten und
Polygonen, effizient zu 16sen, wird auf Methoden aus der ,,Algorithmischen Geometrie*
zuriickgegriffen. Nachdem alle moglichen Kanten bestimmt sind, ist es notig deren
Gewichte zu bestimmen. Diese sind proportional zu deren Lingen. Danach kann nun im
letzten Schritt mit Algorithmen der Graphentheorie (wie dem von Dijkstra) der Weg
durch den Graph vom Start- zum Zielpunkt mit dem geringsten Gewicht gefunden

werden, was in diesem Fall gleichbedeutend mit dem kiirzesten Weg ist.
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Das Thema

1 Einleitung

Die Industrialisierung am Ende des vorigen Jahrhunderts war geprigt durch die
fortschreitende Automatisierung der Produktion. Sollten Maschinen zunédchst dem
Menschen nur die korperlich schwere Arbeit abnehmen, so iibernehmen sie nun
vollstindig ganze Arbeitsschritte. Der Mensch iiberwacht und greift nur noch im
Fehlerfall ein. Aus den Maschinen werden mehr und mehr selbstindige Automaten.
Diese brauchen keine Pausen und arbeiten auch unter widrigen Bedingungen mit
gleichbleibender Prizision. Sie sind so ideal zur Massenproduktion geeignet. Das Wort
»~Handarbeit” ist derweil zu einem Pridikat fiir Produkte geworden, die eben keine

Massenwaren sind, sondern Unikate.

Die weitergehende Automatisierung war auch mit der Verbreitung von Robotern
verbunden. Ein Roboter ist laut [Fre91, S. 367] ein ,,Maschinenmensch. Heutige
Roboter sind dem Menschen aber nur in bezug auf Kraft, Prizision und Belastbarkeit
ebenbiirtig beziehungsweise sogar iiberlegen. Die Intelligenz der Roboter bleibt jedoch
noch weit hinter der des Menschen zuriick. Roboter konnen nur Spezialarbeiten
tibernehmen, wie beispielweise die Lackierung eines immer gleichen Karosserieteils.
Dazu fiihrt der Roboter wiederholt die vorher manuell festgelegten Bewegungsmuster
aus. Die Aufgabe einen Roboter zu bauen, dem nicht mehr gesagt werden muss, wie
genau er sich bewegen soll, sondern nur noch wohin, fithrte zum Forschungsgebiet der
,Bewegungsplanung fiir Roboter”. Mit dieser Thematik beschiftigt sich auch die

vorliegende Diplomarbeit.

Die Notwendigkeit, die Bewegungen eines Roboters zu planen, besteht in vielen
Situationen. Ein Roboterarm soll ein Objekt an einer bestimmten Position greifen. Ein
zweibeiniger Roboter soll seine Beine so bewegen, dass er beim Laufen nicht umkippt.
Eine weitere wichtige Fragestellung ist die, wie ein Roboter von seiner aktuellen

Position zu einem bestimmten Ziel kommen kann.



Das Thema

1.1 Das Thema

»Viathematische Modellierung und Optimierung zur Bestimmung

kollisionsfreier Wege fiir Roboter*¢

In dieser Diplomarbeit soll zunichst ein Modell einer Welt erstellt werden, in dem
sich der Roboter bewegen kann. Diese Welt wird als Ebene betrachtet, um die
Fragestellung auf ein zweidimensionales Problem zu reduzieren. Das Modell der Welt
ist durch ein Rechteck abgegrenzt, welches der Roboter nie verldsst. Dies konnte
beispielsweise die Grundfliche einer Werk- oder Lagerhalle sein. In der Modellwelt
werden verschiedene Hindernisse platziert, welche durch Polygone beziehungsweise
Vielecke reprisentiert werden. Dann wird ein Start- und ein Zielpunkt festgelegt,

zwischen denen der Weg bestimmt wird.

Nun erfolgt eine Umwandlung dieser Modellwelt in einen bewerteten Graphen,
welcher eine Anzahl moglicher Teilwege darstellt. Indem sichergestellt wird, dass der
Roboter auf keinem dieser Teilwege mit einem Hindernis kollidiert, wird garantiert,
dass auch deren Kombinationen einen kollisionsfreien Weg darstellen. Um den
optimalen Weg bestimmen zu kénnen, werden die Teilwege als Kanten des Graphen
reprisentiert und mit Gewichten versehen. Danach ist die Anwendung verschiedener

Algorithmen aus dem Gebiet der Graphentheorie moglich.

Es ist ein Programm zu entwickeln, in dem der Benutzer zunichst diese
vereinfachte Welt eingeben kann. Dies soll moglichst eingéngig und intuitiv geschehen
konnen. Also in etwa so, wie aus dhnlichen Programmen bekannt. Der Benutzer kann
einfach einige Hindernisse auf die Arbeitsfldche ziehen und dort vielfzltig manipulieren.

Diese Eingaben miissen zunéchst intern gespeichert werden.

Dann beginnt die eigentliche Verarbeitung der Daten. Hierzu miissen verschiedene
Algorithmen implementiert werden, welche, wie schon erwiéhnt, aus der Graphentheorie
oder der Algorithmischen Geometrie stammen. Hierbei soll ein besonderes Augenmerk
darauf liegen, das die Algorithmen moglichst effizient arbeiten. Daher wird spéter auch

ein genauerer Blick auf die praktisch erreichten Laufzeiten geworfen.
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2 Uberblick

2.1 Eine kurze Einfuhrung in die Graphentheorie

2.1.1 Einleitung

Ein groBer Teil dieser Diplomarbeit basiert auf Erkenntnissen und Algorithmen aus
dem Gebiet der Graphentheorie. Dieses ist eines der vielen Themengebiete, welches der
Diskreten Mathematik angehort. Wie in jeder mathematischen Disziplin gibt es auch
hier einige Grundbegriffe, die bekannt sein sollten, um sich zu verstindigen. Die
wichtigsten Fachbegriffe der Graphentheorie sollen nun auf den folgenden Seiten
gekliart werden. Es kann hier natiirlich nicht gelingen, das gesamte Gebiet abzudecken.
Wir werden uns daher hier auf die fiir die weitere Diplomarbeit notigen Begriffe
beschrinken. Fiir weitergehende Informationen sei der interessierte Leser auf [Tit03]

oder [CH94] verwiesen. Auch dieses Kapitel stiitzt sich auf diese Quellen.

2.1.2 Grundbegriffe der Graphentheorie

Definition:

Ein ungerichteter Graph G = ( V, E ) besteht aus zwei Mengen:
- die Knotenmenge V, eine Menge von Knotenpunkten
- die Kantenmenge E, eine Menge von Kanten

so dass jede Kante einem ungeordneten Paar von Knotenpunkten (u, v)

zugeordnet ist.

Die Bezeichnungen V und E sind den englischen Worten ,,vertex* (Knotenpunkt)
und ,,edge* (Kante) entlehnt. Knotenpunkte werden manchmal auch als Ecken, Punkte

oder einfach Knoten bezeichnet.
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Definition:
Zwei Knotenpunkte u, v € V, welche durch eine Kante e= ( u, v ) verbunden sind,
heien benachbart oder adjazent. Die Menge aller Knoten v, fiir die eine Kante e= ( u,

v ) existiert, heiit Nachbarschaft von u.

Definition:
Eine Folge vi, ei, va, €2, ..., Vi1, €k, Vk von Knotenpunkten und Kanten in einem
Graphen, in der die Knoten v; und vi;; jeweils durch die Kante e; verbunden sind, heif3t

Kantenfolge.

In einer Kantenfolge konnen Knotenpunkte und/ oder Kanten mehrfach

vorkommen.

Definition:
Sind die Knotenpunkte vi,vs,...,vk in der Kantenfolge W= vy, e, v2,€2, ..., Vi1, €k-1, Vk

paarweise verschieden, dann heifit W ein Weg.

Kommt in einer Kantenfolge eine Kante mehrmals vor, so muss auch mindestens
einer der dadurch verbundenen Knotenpunkte mehrmals in dieser Kantenfolge enthalten

sein. In einem Weg sind daher auch alle Kanten von einander verschieden.

Definition:
In einem bewerteten Graph G = ( V, E ) ist jeder Kante e € E eine reelle Zahl c(e)

zugeordnet. Diese Zahl wird als Bewertung von e bezeichnet.

Die Bewertungen konnen auch als Gewichte oder Kosten betrachtet werden. Viele
Probleme der Graphentheorie basieren auf der Suche einer solchen Teilmenge der
Menge aller Kanten, bei der die Summe der Bewertungen ein Minimum oder Maximum
annimmt. Dies trifft auch auf Wege zu. Deren Bewertungen ergeben sich auf natiirliche

Weise aus der Summe der Bewertungen aller darin enthaltenen Kanten.

10
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Definition:

Ein gerichteter Graph G = ( V, E ) besteht aus zwei Mengen:
- die Knotenmenge V, eine Menge von Knotenpunkten
- die Bogenmenge E, eine Menge von Bogen

so dass jeder Bogen einem geordneten Paar von Knotenpunkten (u, v) zugeordnet

1st.

Offensichtlich ,,dhnelt* ein gerichteter Graph einem ungerichteten Graphen, nur
sind hier nicht zwei Knotenpunkte wechselseitig durch eine Kante verbunden, sondern
ein Bogen fiihrt von einem Knotenpunkt zu einem anderen. Ein Bogen wird daher
manchmal auch gerichtete Kante oder einfach nur Kante genannt, wenn klar ist, dass es
sich um einen gerichteten Graphen handelt. Analog zu Kantenfolgen und Wegen in
ungerichteten Graphen gibt es in gerichteten Graphen Bogenfolgen bzw. gerichtete

Kantenfolgen und gerichtete Wege.
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2.2 Losungsschritte

2.2.1 Die Welt beschreiben

Ziel
[

[ 2
Start

Abbildung 2-1: Ein typischer Problemfall

Im Rahmen der Diplomarbeit soll ein Programm entstehen, in dem der Benutzer
eine ,,virtuelle Welt* in einer Ebene erstellen kann. Diese besteht hauptsichlich aus
Hindernissen sowie einem Start- und Zielpunkt. Die Hindernisse selbst sind ebene
Polygone, welche durch den Benutzer beliebig manipuliert werden konnen. Er kann so
gewissermallen einen ,,Sandkasten* erstellen, ein Modell der Welt, in dem ein echter
Roboter agieren sollte. Es ist zu kldren wie wirkliche Welt und Modell miteinander

korrespondieren und mégliche Einschrinkungen des Modells zu identifizieren.

12



Lésungsschritte

2.2.2 Magliche Teilwege identifizieren

Ziel

Start

Abbildung 2-2: Mogliche Teilwege zwischen den Hindernissen

Es gibt nun unendlich viele Moglichkeiten sich in der Ebene zu bewegen. Daher
sind Methoden zu finden, welche eine endliche Teilmenge dieser Moglichkeiten
auswihlen. Diese Bewegungen sollen dann als Teilwege dienen, aus denen eine
Gesamtbewegung fiir den Roboter konstruiert werden kann. Diese Gesamtbewegung
soll den Roboter auf dem optimalen Weg vom Start- zum Zielpunkt fithren. Natiirlich
soll auch die Bestimmung der Teilwege moglichst effizient implementiert werden.
Dadurch ist das Programm nun in der Lage, in der durch den Benutzer erstellten Welt

die erwédhnten Teilwege zu finden und auszugeben.

13



Lésungsschritte

2.2.3 Bewerteten Graphen aufbauen

Abbildung 2-3: Den Entfernungen entsprechend bewerteter Graph

Es wird sich zeigen, dass die Teilwege als Kanten eines Graphen betrachtet werden
konnen. Da der Aufwand, um einen der Teilwege zu absolvieren, proportional zu dessen
Linge ist, ergibt sich so ein bewerteter Graph. Seinen Kanten werden Bewertungen

zugeordnet, welche die Lingen der zugehorigen Teilwege représentieren.

2.2.4 Optimalen Weg bestimmen

SchlieBlich muss der kiirzeste Weg bestimmt werden. Das bedeutet fiir den Graph,
Kanten derart auszuwihlen, dass die Summe ihrer Bewertungen minimal wird. In der
Graphentheorie sind einige Algorithmen bekannt, die derartige Probleme 16sen. Auch
hier soll wieder darauf geachtet werden, solche Algorithmen zu benutzen, die in diesem

Anwendungsfall moglichst effizient arbeiten.

14
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Abbildung 2-4: Ein Weg im Graphen

Ist die Suche nach dem kiirzesten Weg im Graphen abgeschlossen, wird diese
Losung zuriick auf die Teilwege zwischen den Hindernissen iibertragen. Dann kann eine

graphische Anzeige der gefundenen Losung fiir den Benutzer erfolgen.

Ziel

Abbildung 2-5: Prisentation der Losung

15
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2.3 Bekannte Algorithmen

Nachdem die Losungsschritte grob dargestellt wurden, sind bereits zwei Aspekte
deutlich geworden, welche einen groBen FEinfluss auf die Performance des zu

erstellenden Programms haben.

Zuerst wire die Bestimmung der Teilwege zu nennen. Dies ist ein geometrisches
Problem und fillt in den Bereich der ,,Algorithmischen Geometrie®“. Unter den hier
bekannten ,,sweep“- Algorithmen gibt es auch einen, mit dessen Hilfe sich Schnitte
zwischen Strecken in der Ebene finden lassen [Kle97, S. 64ff]. Es wire denkbar das
Problem zu verallgemeinern, etwa die Kanten aller Polygone als einzelne Strecken zu
betrachten. Fine Anwendung dieses Algorithmus wére dann moglich. Noch
vielversprechender ist die in [BKOSO00, S. 310ff] vorgestellte Methode, welche auf
einem ,rotational sweep* basiert. Hierbei wird ein Strahl um seinen Ausgangspunkt
rotiert. Die Eckpunkte der Polygone werden so alle nach und nach bearbeitet, sobald sie

auf dem Strahl liegen.

Ein weiteres Hauptaugenmerk liegt auf einer wichtigen Anwendung der
Graphentheorie. Es handelt sich hierbei um die Bestimmung eines optimalen Weges in
einem bewerteten Graphen. Ein optimaler Weg bedeutet in diesem Fall einen Weg mit
einer minimalen Linge zu finden. Da im Allgemeinen nicht alle Kanten eine
einheitliche Léinge haben, konnen die einfachsten Ansidtze wie BFS (,breadth first
search® [Sch03, S. 88f]) nicht verwendet werden. Andere bekannte Verfahren, wie der
Algorithmus von Moore und Ford [Tur96, S. 247ff] finden auch eine Losung im
allgemeinen Fall, in dem auch negative Bewertungen fiir Kanten zugelassen sind. Bei
genauer Betrachtung der Voraussetzungen ist jedoch auch der spezialisiertere
Algorithmus von Dijkstra [Dij59] [Sch03, S. 97ff] anwendbar. Weiterhin soll untersucht
werden, ob eine noch effizientere Suche mit Hilfe des A*-Algorithmus [HNR68]
[Tur96, S. 257ff] moglich und auch sinnvoll ist.

16
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3 Algorithmen und Konzepte

Im vorigen Kapitel wurde das Problem und seine Losung umrissen. Im Folgenden
soll es nun darum gehen, die einzelnen Losungsschritte genauer zu analysieren. Die zu
verwendenden Algorithmen werden dargestellt. Ein Hauptaugenmerk soll auch auf
deren Komplexitit liegen, welche spiter das Laufzeitverhalten der Gesamtldsung

wesentlich mitbestimmt.

3.1 Modellierung der Welt

Unsere heutigen Computer sind immer noch zu beschrinkt, um die wirkliche Welt
in ihrer gesamten Komplexitit zu erfassen. Daher ist ein einfaches Modell der Welt
nicht nur sinnvoll, sondern nétig. Das Modell sollte so abstrakt wie moglich sein und

nur die notigsten Daten enthalten.

3.1.1 Punkt-Roboter in einer ebenen Welt

Der Roboter, dessen Weg geplant wird, sei als Punkt idealisiert. Dieser Punkt kann
sich nur in einer Ebene bewegen. Der erste Grund hierfiir ist, dass ein Punkt beliebig
rotiert werden kann, ohne seine Ausrichtung oder Form zu dndern. Eine Rotation kann
also nicht zu einer Kollision fithren und muss daher nicht geplant werden. In diesem
Modell besitzt der Roboter also nur zwei Freiheitsgrade. Es handelt sich somit um ein
zweidimensionales Problem. Der andere Grund fiir die Punktform hat ebenfalls mit der
Vermeidung von Kollisionen zu tun. Um zu garantieren, dass der Roboter niemals an
Hindernissen anstoBt, darf sich zu keiner Zeit ein Punkt des Roboters innerhalb eines
Hindernisses befinden. Besteht der Roboter nun nur aus einem einzigen Punkt,

erleichtert dies die Uberpriifung, ob ein potentieller Weg diese Bedingung erfiillt.

Den zweiten Teil des Weltmodells stellen die Hindernisse dar. Die Hindernisse

werden als Polygone definiert. Der Roboter soll niemals die durch die Polygone

17



Modellierung der Welt

umschlossene Flichen berithren. Weiterhin gibt es einen Startpunkt und einen
Endpunkt, zwischen welchen der kiirzeste Weg gesucht wird. Diese Punkte diirfen

selbstverstindlich nicht innerhalb der Hindernisse liegen.

Dieses Modell kann natiirlich nur sinnvoll genutzt werden, wenn es moglichst ist,
die reale Welt darin abzubilden. Wie man mit einem Roboter mit Punktgroe arbeiten
soll, ist nicht offensichtlich. Einen Roboter, der keine Ausdehnung hat, gibt es natiirlich
nicht. Die Losung ist nicht nur, den Roboter auf einen Punkt zusammenzuziehen,
sondern gleichzeitig die Hindernisse um den gleichen Betrag auszudehnen. Hier ein

Beispiel, wie dies aussehen kann.

Roboter [2:2]

Abbildung 3-1: Ein Roboter und zwei Hindernisse

@
o

Roboter

Abbildung 3-2: Sicherheitsabstand fiir die Hindernisse

18
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Roboter -

Abbildung 3-3: Die vereinfachte Situation

Abbildung 3-1 zeigt eine komplexe Situation, welche in unser Modell iibertragen
werden soll. Alle Punkte innerhalb des Kreises im zweiten Bild konnen durch den
Roboter beriihrt werden, wenn dieser rotiert wird. Daher soll zu jedem Hindernis ein
»Sicherheitsabstand* eingehalten werden, der dem Radius dieses Kreises entspricht. Der
Roboter kann dann, unabhingig von seiner aktuellen Rotation, das Hindernis nicht
beriihren. Die Hindernisse werden also um genau diesen Betrag ausgedehnt. Eines der
Hindernisse ist zu Beginn noch kein Polygon, es muss daher durch ein Polygon
angendhert werden, welches das Hindernis komplett umschlieft. Nach dem Ausdehnen
der Objekte entstehen nun nicht die im Bild oben angedeuteten Objekte. Die Ecken
wiren abgerundet, genaugenommen mit Kreissegmenten deren Radius dem
Sicherheitsabstand entspricht. Diese Formen wiren jedoch wiederum keine Polygone.
Daher wird auch hier wieder auf Polygone, die diese Formen umschlief3en,
zuriickgegriffen. Im letzten Schritt miissen nun noch sich beriihrende Polygone
zusammengefiigt werden, da sie als ein einzelnes Hindernis betrachtet werden konnen.
Das Ergebnis ist im dritten Bild dargestellt. Wie genau eine solche Transformation

algorithmisch durchgefiihrt werden konnte, ist in [BKOS00] beschrieben.

Die Welt so zu simplifizieren, hat natiirlich auch Nachteile. Zuerst einmal wird
nicht auf die Rotation des Roboters geachtet. Ein Weg wird nur als sicher betrachtet,
wenn das Objekt in jeglicher Ausrichtung entlang des Weges verschoben werden kann.

Um es bildlich auszudriicken: eine Leiter durch eine Tiir zu tragen wird fiir den

19
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Computer so zum unlosbaren Problem. Auch geht bei der Annédherung von beliebigen
Formen durch eine endliche Zahl von Polygonen immer etwas der begehbaren Fliche
verloren. Im allgemeinen wiirde hier der Weg nur in der GréBenordnung der Néherung
langer. Wird jedoch durch die Annidherung der Hindernisse ein schmaler Durchgang
unpassierbar, so kann es auch passieren, dass der Weg komplett verindert wird. Im
schlimmsten Fall wird iiberhaupt kein Weg mehr gefunden, wenn es keine Mdoglichkeit
gibt den Durchgang zu umgehen. Gliicklicherweise sind diese Nachteile in der
praktischen Anwendung weniger bedeutsam. Zunéchst konnen der Roboter und auch
die Hindernisse nur mit einer gewissen Genauigkeit gemessen werden. Auch kann keine
Robotersteuerung dem berechneten Weg ganz genau folgen. Aus diesen Griinden wird
man ohnehin einen gewissen Sicherheitsabstand um die Hindernisse und/ oder den

Roboter benotigen.

3.1.2 Visualisierung des Weltmodells

Fiir einen Roboter wire es nun ausreichend diese Daten abzuspeichern. Menschen
aber konnen zumeist Dateien, die als Listen von Koordinatenpaaren reprisentiert
werden, nicht intuitiv erfassen. Daher ist es vorteilhaft die Welt zu visualisieren. Am
Computer geschieht dies durch Pixelgrafik. Diese Grafik arbeitet auch in zwei
Dimensionen, ist also ideal, um ebene Objekte darzustellen. Trotzdem ist dies nicht
trivial. Eine Pixelgrafik ist sowohl in Grofle als auch Genauigkeit limitiert. Das es sich
hier jedoch um eine bekannte Anwendung der Computergrafik handelt, gibt es
Bibliotheken, welche dies in Grundziigen erledigen. Was hinzugefiigt werden muss, ist
die Interaktion mit dem Benutzer. Dieser kann erstens die Welt scrollen und skalieren.
Mit der Bezeichnung ,,scrollen* ist gemeint, dass der sichtbare Ausschnitt der Welt
verschoben wird. Durch das Skalieren wird dieser Ausschnitt hingegen verkleinert bzw.

vergroflert.

AuBler den Hindernissen soll auch ein Koordinatengitter dargestellt werden,
welches dem Benutzer die Orientierung erleichtert. Dieses muss auf dieselbe Art und
Weise gescrollt und skaliert werden. Zusétzlich kann gewihlt werden, wie dicht das

Koordinatengitter ist.
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3.1.3 Manipulation des Weltmodells

Bevor der Benutzer einen Teil der Welt manipulieren kann, muss er eventuell
zunidchst einen Teil auswihlen. Bei Punkten geschieht dies durch einfaches Anklicken.
Es kann stets nur ein Punkt gewihlt werden. Um ein oder mehrere Polygone zu wihlen,
muss ein Rechteck um diese Polygone gezogen werden. Alle Polygone in diesem
Rechteck sind dann gewihlt und konnen verdndert werden. Die aktuelle Auswahl soll

stets durch eine Markierung verdeutlicht werden.

Verschieben des Start- und Zielpunktes

Da Start und Ziel als reine Punkte definiert werden, ist das Verschieben die einzige

sinnvolle Aktion, die hier ausgefiihrt werden kann.

Einfliigen und Entfernen von Hindernissen

Die grundlegende Aktion hinsichtlich der Hindernisse ist das Verindern ihrer
Anzahl. Zum Loschen eines Polygons sind keine weiteren Eingaben erforderlich. Beim
Einfiigen eines neuen Hindernisses muss diesem jedoch schon eine gewisse Form
zugewiesen werden, auch wenn diese spiter beliebig verdndert werden kann. Eine
offensichtliche Form, die ein Benutzer eingeben kann, ist ein Rechteck. Seine Grofie
und Position kann mit der Maus bestimmt werden. Eine Variation hiervon ist ein
regelméBiges n-Eck. Der Benutzer gibt zusitzlich zu dem Rechteck eine Anzahl Ecken
an. Die Ecken werden dann gleichmifig auf dem grofiten, in das Rechteck passenden,

Kreis verteilt.

Verschieben einer einzelnen Ecke eines Polygons

Jeder Eckpunkt eines Polygons kann einzeln verschoben werden. So kann ein

Polygon eine beliebige Form annehmen
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Andern der Eckenzahl eines Polygons

Beim Andern der Eckenzahl eines Polygons werden ihm entweder neuen Ecken
hinzugefiigt oder Ecken geldscht. Beim Hinzufiigen wird hier eine Kante in der Mitte
geteilt und dort eine weitere Ecke hinzugefiigt. Wird eine Ecke entfernt, wird das

Polygon mit den verbleibenden Punkten neu erstellt.

Verschieben eines Polygons

Das Verschieben eines Polygons gleicht dem Verschieben einer Ecke, jedoch
werden hier alle Eckpunkte um den gleichen Vektor verschoben, das heil3t es liegt eine

Translation des Polygons vor.

Strecken/ Stauchen eines Polygons

Beim Stauchen oder Strecken wird die Ausdehnung eines Polygons entlang der X-

und Y-Achse verdndert.

Rotieren eines Polygons

Wird ein Polygon rotiert, so wird jeder seiner Punkte um einen Mittelpunkt
gedreht. Der Mittelpunkt soll hier der Mittelpunkt der aktuellen Auswahl sein. Er wird
bestimmt, in dem ein achsenparalleles Rechteck um die Auswahl gelegt wird, dessen

Mittelpunkt berechnet wird.

Arbeiten mit dem Koordinatengitter

Das Koordinatengitter kann aktiv zur Ausrichtung von Objekten genutzt werden.
Durch Aktivierung dieser Funktion werden alle Eingaben auf den néchsten Gitterpunkt
gerundet. Das heif3t, ein Punkt kann nur auf einen Gitterpunkt gesetzt werden und eine

Verschiebung kann nur um ein Vielfaches des Abstandes zweier Gitterlinien geschehen.

22



Modellierung der Welt

3.1.4 Plausibilitatstest des Weltmodells

Um in den Computer eine Vielzahl von unterschiedlichen Daten einzugeben, muss
dem Benutzer eine grofle Freiheit beim Eingeben dieser Daten gewéhrleistet werden.
Das fiihrt dazu, dass der Benutzer auch eine Reihe von unsinnigen Daten eingeben
kann. Manchmal ist sogar die Eingabe der korrekten Daten am effizientesten, wenn
withrend der Eingabe zwischenzeitlich unsinnige Daten entstehen. Als Beispiel soll ein
Datum vom 11.2.2004 auf den 31.3.2004 gedndert werden. Eine Moglichkeit dies zu
tun, wire zunichst die 1 in eine 3 dndern und danach die 2 in eine 3. Wihrendessen
wiirde jedoch zunidchst das Datum 31.2.2004 eingegeben. Diese Eingabe ist zwar
Unsinn, aber es wire genau so unsinnig, dieses dem Benutzer sofort zu melden indem z.
B. seine Arbeit durch einen Warnhinweis unterbrochen wird. Es ist also stets

abzuwigen ob und wann eine Eingabe gepriift werden soll.

Start- und Zielpunkt in Hindernissen

Weder Start- noch Zielpunkt sollten in einem Hindernis liegen. Bevor die Daten
des Weltmodells also weiterverarbeitet werden, wird diese Bedingung gepriift. Falls

festgestellt wird, dass hier ein Konflikt auftritt, wird der Benutzer darauf hingewiesen.

Uberschlagene Polygone

Ein Polygon wird iiberschlagen genannt, wenn es darin zwei oder mehr Seiten gibt,
welche sich schneiden. Ein solches Polygon kann nie komplett im oder gegen den
Uhrzeigersinn orientiert sein. Daher wird das ,,Uberschlagen* eines Polygons bereits
beim Verschieben einer Ecke verhindert. Wird versucht, eine Ecke so zu verschieben,
das daraus ein {berschlagenes Polygon resultiert, wird die Eingabe ignoriert.

Stattdessen wird die letzte bekannte korrekte Position verwendet.
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Orientierung der Polygone

Um bestimmen zu konnen, wo genau die Fliche liegt, die ein Polygon belegt,
miissen alle Polygone gleich orientiert sein. Daher muss nach einer Manipulation eines
Polygons seine Orientierung iiberpriift werden, oder diese Manipulation von vorn herein

ausgeschlossen werden.

Zu Strecken degenerierte Polygone

Es gibt zwei Moglichkeiten fiir das Entstehen eines derartig degenerierten
Polygons. Entweder besteht ein Polygon nur aus zwei Punkten oder alle Punkte liegen
auf einer Gerade. Der erste Fall wird verhindert, indem das Loschen von Ecken in
Dreiecken verboten wird, sowie alle neu erstellten Polygone mindesten drei Ecken
haben. Um zu verhindern das alle Punkte auf einer Gerade liegen, wird dies beim
Manipulieren der Grofie eines Polygons stets iiberpriift. Tritt dieser Fall ein, wird die

Manipulation verweigert.

Beriihrungen zwischen Hindernissen

Falls sich Hindernisse beriihren, so liegen Teile des Randes eines Polygons in
einem anderen. Da jedoch die Kanten eines Polygons als mogliche Teilwege betrachtet
werden, kann dies zu Fehlern fiihren. Bevor mit den Polygonen weitergearbeitet werden
kann, muss der Benutzer zwei solche Polygone entweder trennen oder zu einem

einzigen zusammenfiihren.

3.2 Teilwege

Trotz der Einschrinkungen des Robotermodells auf einen Punkt und der
Bewegungsfreiheit auf die Ebene, gibt es immer noch zahlreiche Mdoglichkeiten, um
eine Bewegung von A nach B zu vollfiihren. Anstatt einer gerade Strecke, konnte man
auch einen weiten Rechtsbogen oder eine Zick-Zack-Linie benutzen. Es gibt also

tatsdchlich eine unendliche Zahl von Wegen, welche den Roboter vom Start zum Ziel
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fiihren. Da die Teilwege spiter in Kanten eines Graphen umgewandelt werden, erhielte
man so aber einen Graphen, der unendlich viele Kanten hat. Diesen kénnte man weder

explizit speichern, noch effizient bearbeiten.

Gliicklicherweise kann nicht jeder dieser ein optimaler Weg sein. Man stelle sich
den kiirzesten Weg als ein Gummiband [Tur96, S. 4f] [BKOSO00, S. 308] vor, welches
zwischen dem Start- und Zielpunkt gespannt wird. Zieht sich dieses Gummiband
zusammen, so liegt es an einigen Ecken der Hindernisse an und ist dazwischen straff
gespannt. Das heiit nun, ein jeder Weg besteht aus einer Menge von
Geradenabschnitten oder auch Strecken. Die beiden Endpunkte solcher Strecken
entsprechen jeweils einer Ecke eines Hindernisses, dem Start- oder dem Zielpunkt.
Damit ein solcher Weg kollisionsfrei ist, diirfen diese Strecken natiirlich nicht durch das
Innere der Hindernisse fiithren. Die direkte Verbindung der beiden Endpunkte darf also
nicht durch ein Hindernis verdeckt sein, sondern beide Punkte miissen sich ,,sehen.
Dies basiert auf der bekannten Tatsache, das eine Gerade die kiirzeste Verbindung

zweler Punkte in der Ebene ist.

3.2.1 Sichtbarkeitsgraph

Es soll also ein sogenannter ,,Sichtbarkeitsgraph* erstellt werden. In diesem ist die
Information enthalten, welche Punkte sich sehen konnen und welche nicht. Dazu
werden nun zunéchst alle Teilwege bestimmt. Die Anzahl der Ecken der Hindernisse ist
endlich, daher ist es auch die Anzahl der Teilwege. Trotzdem ist jeder kiirzeste Weg aus
einer bestimmten Kombination dieser Teilwege zusammengesetzt. Dies findet sich auch
in [BKOSO00, S. 309], wo gezeigt wird, dass die gegenteilige Annahme zu einem
Widerspruch fiihrt.

3.2.2 Einfache Losung

Wie weiter oben festgestellt wurde, verbindet ein Teilweg entweder zwei
Eckpunkte beliebiger Hindernisse, einen Eckpunkt mit dem Start- oder Zielpunkt oder

den Startpunkt mit dem Zielpunkt. Um eine Liste aller Teilwege zu erhalten, kann nun
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jede Kombination dieser Punkte betrachtet werden. Es wird dann nach einem
Schnittpunkt der Strecke mit den Hindernissen gesucht. Wird kein solcher Schnitt
gefunden, ist die Strecke tatsédchlich ein Teilweg, der spiter in eine Kante umgewandelt

werden kann.

Betrachtung zur Laufzeit

Bezeichne man die Anzahl der Eckpunkte mit n, so ist die Anzahl moglicher
Kombinationen (n+2)(n+1). Ein Hindernis hat mindestes drei Eckpunkte, womit es im
schlechtesten Fall n/3 Hindernisse gibt. Der Test auf Schnittpunkte hat daher eine
Komplexitit von O(n) fiir eine der Kombinationen. Daraus resultiert eine

Gesamtkomplexitidt von O(n?) fiir diesen Ansatz [BKOSO00, S. 310].

3.2.3 Das Sweep Paradigma

In der algorithmischen Geometrie gibt es eine Anzahl Algorithmen [Kle97, S.
51ff], welche mit einem sogenannten ,sweep arbeiten. Dies bedeutet soviel wie
»Ausfegen. Damit ist beispielsweise gemeint, dass eine Gerade in einer Richtung iiber
die Ebene geschoben wird und diese dabei alle Punkte der Ebene beriihrt. Wenn das
Problem nun auf eine endliche Anzahl von Punkten beschrinkt ist, ergeben sich so
parallele Geraden, welche durch diese Punkte fithren. Diese Geraden werden dann
sortiert und nacheinander betrachtet, wobei die Berechnung durch Informationen der
vorhergehenden Geraden vereinfacht wird. Die Information, die man hier von Gerade
zu Gerade mitnimmt, wird oft auch als ,,sweep status structure” bezeichnet. Die
Geraden selbst nennt man auch ,.events* (= Ereignisse), da dies Ereignisse sind, welche

die Status Struktur verdndern.

26



Teilwege

E1

>
E3
E5
E2
E3
E1< E4 ES5
E2

E4

Abbildung 3-4: zwei mogliche ,,Sweeps‘ in der Ebene

Diese Idee ist nun nicht nur auf eine parallelverschobene Gerade beschrinkt.
Wichtig ist nicht, wie genau man ausfegt, sondern dabei auch die ganze Ebene zu
erfassen. Zur Bestimmung der Teilwege soll ein Strahl eingesetzt werden, welcher um
einen Punkt rotiert wird. Die Polygone werden in die Strecken zerlegt, welche ihren
Kanten entsprechen. Wie in [BKOSO00, S. 312ff] beschrieben, eignet sich diese Methode
um die Teilwege, welche in diesem Punkt beginnen, zu finden.. Dies wird dort
,rotational sweep genannt, da der Strahl einmal um 360 Grad rotiert wird. Fithrt man
dies fiir alle Eckpunkte der Polygone, sowie den Start- und Zielpunkt durch, so hat man

alle Teilwege gefunden.

Wihrend nun der Strahl um den Punkt kreist, werden in der Statusstruktur die vom
Strahl geschnittenen Strecken gespeichert, welche nach der Distanz vom Punkt geordnet
sind. Die Strecke, die dem Punkt am nichsten liegt, verdeckt dabei natiirlich weiter
entfernte Strecken. Daher sind nur die Punkte auf dieser ersten Strecke sichtbar. Da sich
keine der Hindernisse schneiden sollen, konnen die Strecken auch ihre Reihenfolge
nicht tauschen, wihrend der Strahl weiter rotiert. Die Ereignisse sind hier die Eckpunkte
der Hindernisse, bei denen jeweils Strecken in die Status Struktur eingefiigt oder
entfernt werden. Die Sichtbarkeit des Punktes kann einfach durch die Position der

zugehorigen Strecke in der Statusstruktur bestimmt werden.
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Statusstruktur

Statusstruktur

Abbildung 3-5: Zwei Ereignisse und die zugehorige Statusstruktur

Abbildung 3-5 zeigt vereinfacht (das Programm legt die Eintrége nicht einfach, wie
hier, hintereinander in den Speicher), wie die Statusstruktur bei Ereignissen veréindert
wird. Im oberen Bild werden keine Teilwege gefunden. Im zweiten Bild wiirde ein
Teilweg zum Startpunkt von ,,a“ erzeugt, da sich diese Strecke ganz vorn in der Struktur

befindet.

Betrachtung zur Laufzeit

Wie in [BKOSO00, S. 314] genauer beschrieben, ist die Komplexitit dieses
Algorithmus hauptsichlich durch das Sortieren der Ereignisse und das Aktualisieren der

Status Struktur geprdgt. Sei die Anzahl der Eckpunkte wieder mit n bezeichnet, so
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benétigt das Sortieren eine Zeit von O(n log n). Das Aktualisieren benétigt fiir jeden
Punkt O(log n), fiir alle Punkte wihrend des gesamten sweeps also ebenfalls O(n log n).
Da der sweep nun fiir jeden der n Punkte ausgefiihrt wird, erreicht die

Gesamtkomplexitit O(n? log n).

Aufwand reduzieren

Stellt man sich einmal vor, es gébe nur ein einziges Hindernis, iiber den der Strahl
rotiert wird, so stinden sofort eine Anzahl Strecken fest, welche vollstindig verdeckt
sind. Es sind die Strecken, die man auch als Riickseite des Hindernisses bezeichnen
wiirde, eben die vom aktuellen Standpunkt nicht sichtbaren Seiten. Man kann diese
Seiten nicht sehen, da sie durch das Hindernis selbst verdeckt werden. Mathematisch
beschrieben sind dies Kanten, bei welchen der Mittelpunkt des sweeps auf der gleichen

Seite wie das Hindernis selbst liegt.

Abbildung 3-6: Die Vorder- und Riickseiten des Polygons

In Abbildung 3-6 wurden diese Kanten grau dargestellt. Natiirlich ist es auch
moglich, dass einige der anderen, hier schwarzen, Strecken ganz oder teilweise nicht
sichtbar sind. Diese Strecken miissen daher weiter untersucht werden. Die Riickseiten
der Polygone hingegen konnen sofort aussortiert werden. Sie selbst sind stets durch die
Vorderseiten verdeckt. Auch Kanten anderer Polygone, die noch hinter der Riickseite
liegen, sind durch die zugehorige Vorderseite verdeckt. Bei der Suche nach sichtbaren

Eckpunkten ist es nun aber unerheblich, durch wie viele Strecken genau ein Eckpunkt
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verdeckt ist. Es reicht zu wissen, das eine einzige Strecke existiert, die den Punkt
verdeckt. Die Vorderseiten reichen also fiir die Betrachtung aus. Strecken, welche

Riickseiten der Polygone bilden, kénnen beim sweep vernachlissigt werden.

Abbildung 3-7: Ein begrenzter Sweep

In [BKOSO00, S. 312] wird vorgeschlagen, den Strahl zunichst entlang der
positiven x-Achse auszurichten und dann eine volle 360 Grad-Drehung zu absolvieren.
Das gleiche Ergebnis erhilt man jedoch auch, wenn man mit einem Strahl in einer
beliebigen anderen Richtung beginnt. Weiterhin kann das Verfahren auch nur iiber
einem gewissen Kreisausschnitt durchgefiihrt werden, wobei alle sichtbaren Punkte in

diesem Sektor korrekt gefunden werden.

Dies ist vor allem interessant, da alle Punkte bis auf Start und Ziel, stets Eckpunkte
von Hindernissen sind. Das anliegende Hindernis deckt jedoch bereits einen Kreisbogen
ab, dessen Untersuchung daher nicht notig ist. So reicht es in Abbildung 3-7 vollig aus,

den Sweep auf den markierten Sektor zu begrenzen.
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3.3 Aufbau des Graphen

Die Graphentheorie bietet ein méchtiges Werkzeug, wenn netzartige Strukturen
mathematisch analysiert werden sollen. Man denke nur an Computernetze, eine Liga
von FuBballmannschaften, wirtschaftliche Verflechtungen oder ein Autobahnnetz. All
diesen Beispielen ist gemeinsam, dass sie als ein abstraktes Modell betrachtet werden

konnen, welches mathematisch durch einen Graph dargestellt wird.

Auch aus den Teilwegen, die zwischen den Hindernissen gefunden wurden, soll
nun ein Graph entstehen. Da auch die Linge der Teilwege einflieBen soll, handelt es

sich dabei um einen bewerteten Graphen.

3.3.1 Knotenpunkte

Die Knotenpunkte des Graphen entsprechen den Endpunkten der gefundenen
Teilwege. Das bedeutet, es handelt sich um Punkte in der Ebene, entweder um einen
Eckpunkt eines Polygons, den Start- oder den Zielpunkt. Jedem Knotenpunkt kann
daher auch eine x- und y-Koordinate zugeordnet werden, eben genau die des erwéihnten
Punktes. Die zum Start- und Zielpunkt gehorigen Knotenpunkte werden im folgenden

auch Start- und Zielknotenpunkt genannt.

3.3.2 Kanten

Die Kanten des Graphen korrespondieren zu den gefundenen Teilwegen. Eine
Kante verbindet also zwei Knotenpunkte nur, wenn zwischen den zu den
Knotenpunkten gehorigen Punkten ein Teilweg existiert. Es ergibt sich nun die
Bewertung der Kante aus der Lénge des Teilweges. Implizit ist diese Information
bereits in den verbundenen Knotenpunkten enthalten. Die Linge des Teilweges

entspricht ja gerade dem euklidischen Abstand der beiden Endpunkte.
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3.3.3 Uberfliissige Informationen im Graphen

Die oben beschriebenen Knotenpunkte und Kanten bilden also das gesamte
Netzwerk der Teilwege in einem Graphen ab. In diesem Graphen existieren nun eine
Vielzahl von Wegen, von denen spéter einer mit minimaler Bewertung gesucht wird.
Werden nun Kanten oder Knotenpunkte aus dem Graphen entfernt, welche nicht Teil
eines solchen Weges sind, so hat dies keine negativen Auswirkungen. Der Weg mit
minimaler Bewertung bleibt gleich und auch neue Wege konnen nicht entstehen. Die
Suche des Weges wiirde jedoch vereinfacht werden, da sich die Anzahl der restlichen

Wege (also solcher Wege, die nicht optimal sind) verringert.

Streng genommen, stellen also alle Kanten und Knoten, welche nicht im optimalen
Weg enthalten sind, eine iiberfliissige Information dar. Diese konnen die spétere Suche
nach dem optimalen Weg verlangsamen, zusitzlich wird unnétig viel Speicher belegt.
Es ist daher zu iiberlegen, ob nicht einige solcher Daten bereits beim Erstellen des
Graphen entfernt werden konnen. Dem méglichen Zeitgewinn bei der Suche steht dabei

natiirlich zunichst einmal der Aufwand beim Filtern der Informationen gegeniiber.

Knoten mit einem Nachbarn

Das folgende Beispiel soll zeigen, dass es tatsédchlich solche iiberfliissigen

Informationen in einem Graphen geben kann.

Es wire moglich, dass die Nachbarschaft eines Knotens aus nur einem einzigen
anderen Knotenpunkt besteht. Enthilt ein Weg einen solchen Knotenpunkt, so muss er
entweder ein Start- oder Endpunkt sein. In einem Weg steht vor und nach dem
Knotenpunkt einer seiner Nachbarn. Die Definition verbietet nun, dass ein Knotenpunkt
mehrfach in einem Weg enthalten ist. Der einzige benachbarte Knotenpunkt kann also
nicht zugleich Vor- und Nachfolger in einem Weg sein. Hieraus folgt, dass dieser
Knotenpunkt entweder keinen Vorginger oder keinen Nachfolger hat. Er ist somit

zwingend selbst der erste oder letzte Knotenpunkt in einem Weg.
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Es ist nun bekannt, welche beiden Knotenpunkte am Anfang und Ende aller
moglichen Wege stehen sollen, eben der Start- und Zielknotenpunkt. Ist also ein
Knotenpunkt mit einem Nachbarn nicht selbst einer dieser Knoten, so kann man
ausschlieBen, dass ein Weg zwischen Start und Ziel jemals iiber diesen fiihren kann. Ein
solcher Knotenpunkt konnte daher aus dem Graphen entfernt werden. Ebenso natiirlich

die eine Kante, welche ihn mit seinem Nachbarn verbindet.

Diese Erkenntnis hilft nun bei der Behandlung von Hindernissen, die sich teilweise
auBerhalb des Weltmodells befinden. Das Modell der Welt wird durch ein Rechteck
umschlossen und so wiirden einige Teilwege entstehen, die eben dieses schneiden. Der
Teilweg, ist aber bis zum Schnittpunkt giiltig, da dieser Teil noch innerhalb des
Rechtecks liegt. Hier miisste sowohl ein Knotenpunkt als auch eine Kante, die eben den
Teil reprisentiert, erzeugt werden. Dieser Knotenpunkt hat nun aber nur einen
Nachbarn! Ein derartiger Knoten muss also, nach dem oben Gesagtem, gar nicht erst

erzeugt werden, die Uberpriifung dieser Teilwege kann sofort abgebrochen werden.

Die kurzeste Verbindung zwischen zwei Punkten

Aus der Dreiecksungleichung folgt, dass die kiirzeste Verbindung zwischen zwei
Punkten eine Strecke beziehungsweise ein Abschnitt einer Geraden ist. Anders
interpretiert bedeutet dies, ein Weg iiber zwei Dreiecksseiten kann auf der dritten Seite

abgekiirzt werden.
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Abbildung 3-8: Ein Dreieck

Dieses Bild stellt beispielhaft eine solche Situation dar. Der Weg BAC ist lidnger
als die Strecke BC allein. Man beachte, dass der Winkel o kleiner als 180° und gréBer

0° ist, wie es fiir jeden Winkel in einem Dreieck gilt.

Es soll nun versucht werden, diese Situation auf den Graphen zu iibertragen. Der
Punkt A korrespondiert zu einem Knotenpunkt im Graph, welcher nicht der Start- oder
Zielknoten ist. Es gibt also noch ein zugehoriges Hindernis, A ist Eckpunkt des
Polygons welches dieses Hindernis reprisentiert. Um eine allgemeine Aussage iiber
einen einzelnen Knotenpunkt (unabhingig von allen anderen Ecken) zu treffen, soll eine
€-Umgebung um den Punkt A betrachtet werden. Es handelt sich hierbei um einen Kreis
mit Mittelpunkt A und dem Radius €, wobei dieser so klein gewihlt sein soll, dass kein

anderer Eckpunkt oder Knotenpunkt innerhalb des Kreises liegt.
Wir wissen also:
- ein Sektor des Kreises wird durch das Hindernis belegt

- auBerhalb des Kreises befindet sich eine Anzahl Nachbarknoten
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Abbildung 3-9: Ein Eckpunkt mit drei Nachbarn

In dem hier dargestellten Beispiel sei das Hindernis der graue Bereich links. Der
Knoten A habe die Nachbarn Nj, N, und Ns. Es gibt nun einige Moglichkeiten, wie A in
einem Weg enthalten sein kann. Es sollen die beiden Fille Nj; A; N, und Nyj; A; N3
betrachtet werden. Die Strecken zwischen A und einem seiner Nachbarn haben jeweils
einen Schnittpunkt mit dem Kreis, der die e-Umgebung begrenzt. Verbindet man zwei
solcher Schnittpunkte, so erhidlt man eine Sehne. Diese bildet mit dem Punkt A ein

Dreieck.
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Abbildung 3-10: Potenzielle Abkiirzungen

In der Abbildung 3-10 sind die Bezeichnungen an das Dreieck aus Abbildung 3-8
weiter oben angelehnt. Die Strecken BC; und BC; sind also theoretisch mdogliche
Abkiirzungen. Wihrend BC; tatsdchlich ein moglicher Teilweg fiir den Roboter ist,
kann BC, nicht benutzt werden. Es wiirde sonst eine Kollision mit dem Hindernis
drohen, von dem A ein Eckpunkt ist. Da eine Abkiirzung zwischen N; und N, existiert,
bei welcher der Knotenpunkt A nicht benutzt werden muss, ist klar, dass der kiirzeste

Weg zwischen den beiden Nachbarn nicht tiber A verlauft.

Wie kann man nun erkennen, ob eine solche Abkiirzung zwischen zwei Nachbarn
begehbar ist, also das Hindernis nicht schneidet? Nochmals zuriick zum Dreieck aus
Abbildung 3-8 mit dem markierten Winkel o. Ein solches Dreieck soll gefunden
werden. Man betrachtet die Winkel, die A mit den fraglichen Nachbarn einschlief3t. Die
Schenkel bilden zwei Winkel. Falls nicht beide genau 180° sind, ist einer von beiden
tiberstumpf. Demzufolge kann nur der zweite den Innenwinkel im Dreieck bilden.
Wenn dieser das Hindernis iiberdeckt, so wird die Dreiecksseite einen Schnitt

verursachen. Eine kollisionsfreie Abkiirzung ldsst sich dann nicht finden.
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Man kann also fiir einen bestimmten Nachbarsknoten die Nachbarn finden, welche
nicht auf einer Abkiirzung erreicht werden konnen. Geometrisch lisst sich leicht ein
Gebiet konstruieren, in dem alle diese Nachbarsknoten liegen. Es ist einmal begrenzt
durch die Gerade, welche durch A und den Nachbarn fiihrt. Die andere Grenze wird
durch eine Seite des Hindernisses gebildet. Dieser Kreisbogen ist quasi nicht sichtbar,

sondern durch das Hindernis verdeckt, siehe den dunklen Sektor in Abbildung 3-11.

°
N1

Abbildung 3-11: Ein Nachbar mit dem verdeckten Kreissektor

In dieser Darstellung ist der Bereich, in dem alle Nachbarn liegen, zu denen von N,
aus nicht abgekiirzt werden kann, dunkel gefirbt. Fiir alle Knotenpunkte, die im weil3en
Bereich liegen, lésst sich hingegen eine Abkiirzung finden. Da in dem dunklen Bereich
zumindest ein Knoten liegen sollte, ndmlich die nichste Ecke des Hindernisses, kann
man nicht mit Sicherheit ausschlieBen, dass ein kiirzester Weg auch die Kante von N;
nach A enthilt. Es kann jedoch auch einige Knoten geben, fiir die es gar keinen solchen
Bereich gibt. Damit wire die Existenz eines optimalen Weges mit der entsprechenden
Kante unmoglich. Dieser Fall tritt immer dann ein, wenn die Verlidngerung der Kante
durch das Hindernis geht. Es wird dann natiirlich zwischen der Verldngerung und der

Kante des Polygons kein Bereich mehr eingeschlossen. Der gesamte Kreisbogen
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auBBerhalb des Hindernisses ist sichtbar und wird nicht verdeckt. Um diesen Bereich zu
konstruieren, bendtigt man nur den Scheitelwinkel zu dem Innenwinkel der an A

liegenden Ecke des Polygons.

Abbildung 3-12: Der ,,tote* Bereich des Eckpunkts

Es ergibt sich so nun ein relativ einfacher Test, um eine Kante zwischen A und
einem Nachbarn auszuschlieBen. Man muss nur iiberpriifen, ob der Nachbar in einem
Bereich liegt, wie er in Abbildung 3-12 dargestellt wird. Die durchschnittliche Anzahl
der Knotenpunkte, die so ausgeschlossen werden konnen héngt von den Innenwinkeln
der Polygone ab. Es ist nicht moglich, Polygone mit beliebig vielen kleinen
Innenwinkel zu konstruieren. In einem Dreieck ergibt sich beispielsweise immer ein
,,durchschnittlicher Innenwinkel® von 60 Grad. In einem Viereck sind es bereits 90
Grad. Es ist daher zu vermuten, dass der Test sich in fast allen Fillen rentiert, da 60
Grad oder mehr des Vollwinkels abgedeckt werden, d.h. also mindestens ein Sechstel

der Ebene.

Einerseits kann so die Anzahl der Kanten im Graphen verringert werden. Es ist
jedoch weiterhin auch moglich, die benétigte Rechenzeit zu verringern. Der Test, ob ein
giiltiger Teilweg zwischen zwei Knotenpunkten existiert, ist unnotig, wenn vorher
bereits festgestellt wurde, dass ein solcher Teilweg ohnehin nie im kiirzesten Weg

enthalten sein wird. Da der Test, ob irgend eines der Hindernisse den Teilweg
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blockiert, durch einen einfachen Vergleich des Winkels ersetzt wird, ist gerade bei
Problemen mit vielen Polygonen eine erhebliche Verringerung des Aufwands zu

erwarten.

3.3.4 Gerichtete und ungerichtete Graphen

Da alle Kanten im Graphen einen moglichen Teilweg darstellen, wurde bisher
stillschweigend von einem ungerichteten Graphen ausgegangen. Ein Teilweg kann in
beiden Richtungen gleichermallen benutzt werden, was eben durch eine ungerichtete
Kante symbolisiert wird. Allein bei Start- und Zielknotenpunkten wire sofort eine
Entscheidung iiber die Richtung, in der anliegende Kanten benutzt werden, mdoglich.

Diese Kanten wiirde vom Startknoten weg und zum Zielknoten hinfiihren.

Abbildung 3-13: Ausschnitt eines Problems

Man betrachte einmal das Beispiel aus Abbildung 3-13: Wie man sieht, ist die eine
Kante eines Rechtecks mit einem anderen Hindernis verbunden, welches sich oberhalb
des Bildes befindet. Um die Darstellung moglichst einfach zu machen, wurde alles
andere nicht gezeichnet. Die schwarzen Linien stellen hier die ungerichteten Kanten
dar. Weiter oben wurde bereits einmal festgestellt, dass bestimmte Kombinationen von
Kanten nicht sinnvoll sind, da sie ohnehin abgekiirzt werden konnten. Nun kann

beispielsweise die rechte Kante, welche nach oben fiihrt, nicht komplett entfernt
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werden, da sie mit der rechten Kante des Rechtecks ein Wegstiick bildet, das nicht
einfach abgekiirzt werden kann. Allerdings ist es nicht moglich, zusammen mit der
oberen Kante des Rechtecks einen sinnvollen Weg zu finden. Im ungerichteten Graphen

kann jedoch durchaus ein solcher Weg gebildet werden.

Man kann nun einen gerichteten Graphen erzeugen, in dem dies nicht moglich ist.
Dazu werden zunichst jedem Eckpunkt zwei Knotenpunkte zugeordnet. Diese sind
wieder entsprechend der Teilwege verbunden. Fiir die ersten Knotenpunkte werden nun
die Bogen, welche um das Hindernis fithren, im Uhrzeigersinn um das Hindernis
orientiert. Die Restlichen werden genau entgegengesetzt, das heifit gegen den
Uhrzeigersinn, orientiert. Die Bogen, die Verbindungen zu anderen Hindernissen
darstellen, werden entsprechend der Kante orientiert, mit der ein sinnvoller Weg

moglich ist. Die folgende Abbildung 3-14 zeigt dies fiir das obige Beispiel.

\ 4
Abbildung 3-14: Ein moéglicher gerichteter Graph

Die eigentlich tibereinander liegenden Bogen wurden leicht versetzt dargestellt, um

den Richtungssinn besser zu verdeutlichen.

Die Anzahl der Bogen, welche an einem Knotenpunkt beginnen oder enden,
entspricht der Anzahl Kanten, die im ungerichteten Graph mit dem entsprechenden

Knoten verbundenen sind. Da fiir Wege jedoch stets nur ausgehende Bgen interessant
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sind (auf den anderen wiirde man sich ja riickwirts bewegen), ist die durchschnittliche
Anzahl der Moglichkeiten, wie ein Weg weitergefiihrt werden kann, in dem gerichteten
Graphen halbiert. Dieser Vorteil wird aber mit der Verdopplung der Anzahl der
Knotenpunkte und der (gerichteten) Kanten teuer erkauft. Es wird dann auch doppelt
soviel Speicher fiir den Graphen benétigt. Weiterhin ergeben sich auch noch ganz neue
Wege. Diese konnen ja die Eckpunkte eines Polygons mehrmals enthalten, da jedem
Eckpunkt zwei verschiedene Knotenpunkte zugeordnet sind. Auch beim Erstellen des

Graphen wird der Aufwand groBer.

Einen solchen gerichteten Graphen zu erzeugen kann daher nur sinnvoll sein, wenn
Speicherbedarf und die Zeit zum Erstellen des Graphen eine untergeordnete Rolle
spielen. Trotzdem sollte auch dann praktisch iiberpriift werden, ob diese Methode in den
typischen Fillen, die man bearbeiten mochte, eine Verbesserung der Laufzeit bringt. Es

st zu vermuten, dass sich die Zeit im besten Fall hochstens halbieren wird.

3.4 Der kurzeste Weg

3.4.1 Einleitung

Die Suche nach kiirzesten Wegen in gerichteten und ungerichteten Graphen ist ein
wichtiges Anwendungsgebiet der Graphentheorie. Allgemeiner gefasst, sucht man nach
einem Weg zwischen einem vorgegebenen Start- und Zielknoten, fiir den die Summe
der Kantenbewertungen minimal ist. Diese Bewertungen kdnnen nicht nur als Lénge
sondern auch als Kosten, Zeiten usw. interpretiert werden. Es sind aus der Literatur zur
Angewandeten Graphentheorie verschiedene Algorithmen bekannt, welche dieses
Problem 16sen. Beschrieben sind diese unter anderem in [Tur96, S. 239ff] und [Sch03,
S. 87ff]. Diese Algorithmen unterscheiden sich beziiglich der Voraussetzungen und der
Effizienz, mit der das Problem gelost werden kann. Dabei ist ein Zusammenhang zu
erkennen: je strenger die Voraussetzungen gefasst werden, um so effizienter kann ein

entsprechender Algorithmus arbeiten.
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Von folgenden Voraussetzungen kann ausgegangen werden:
e es wird lediglich der Weg zwischen einem Start- und Zielpunkt gesucht
e s gibt keine negativen Kantenbewertungen bzw. Kantengewichte
¢ die Kantenbewertungen sind euklidische Entfernungen in der Ebene

Der Algorithmus von Dijkstra ist der klassische Algorithmus, welcher hier zum
Einsatz kommt. Eine Modifikation dieses Verfahrens, der A*-Algorithmus, soll

ebenfalls betrachtet werden.

3.4.2 Algorithmus von Dijkstra

Die Arbeitsweise dieses Algorithmus kann man sich anschaulich in etwa wie
folgenden physikalischen Prozess vorstellen [MNO99, S. 254]. Es existiere ein Netzwerk
aus Stromkabeln, welches dem Graphen entspricht. Dieses Netz wird am Startknoten
zum Zeitpunkt O unter Strom gesetzt. Die Zeit, die der Strom benétigt, um ein Kabel zu
durchqueren, ist proportional zum Kantengewicht im Graph. Somit ist die Zeit, die
benétigt wird, bis der Strom einen Knoten erreicht, proportional zur Summe der
Kantengewichte. Der Algorithmus fiihrt nun keine stetige Simulation davon durch. Es
ist auch irrelevant, wann der Strom die Hélfte oder zwei Drittel des Kabels zuriickgelegt

hat. Interessant ist nur der Zeitpunkt, zu dem ein Knoten erreicht wird.

Am Beginn ist diese Zeit nun nur am Startknoten bekannt. Von diesem aus schaut
man sich nun alle Nachbarknoten an. Anhand der Kantengewichte (gewissermalien der
»Kabellingen*) kann fiir diese Nachbarknoten eine obere Schranke fiir die Weglinge
gefunden werden. In diesen Knoten wird nun gespeichert, dass der Strom zum
Zeitpunkt t hier ist, wenn er vom Knoten v kommt. Mit Hilfe dieses Vorgingers v wird
der Weg spiter rekonstruiert. Man hat nun eine Menge Knoten: die Nachbarknoten des
Startknotens. In jedem Knotenpunkt ist eine Zeit gespeichert, zu welcher der Strom
spitestens angekommen ist. Der Algorithmus fihrt nun bei dem Knoten fort, an dem

diese Zeit minimal ist. Dieser kann den Strom nicht noch frither (durch ein anderes
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Kabel) erhalten, da alle Kantenbewertungen positiv sind. Der Knoten wird aus der
Menge entfernt und wiederum die Minimalzeit in all seinen Nachbarknoten berechnet.
Wird ein Knoten einmal aus der Menge entfernt, so ist seine Entfernung minimal und er

kann nie wieder der Menge hinzugefiigt werden.

In jedem Schritt wird ein Knoten aus der Menge entfernt. Der Algorithmus ist
beendet, wenn alle Knoten aus der Menge entfernt sind. Da deren Anzahl endlich ist,
muss der Algorithmus nach endlich vielen Schritten beendet sein. Danach ist in allen
Knotenpunkten die berechnete Zeit, also die Summe der Kantengewichte, sowie der
Vorginger auf dem kiirzesten Weg zu diesem Knotenpunkt gespeichert. Enthilt der
Graph Knotenpunkte, die vom Startpunkt nicht erreichbar sind, so werden diese nie
vom Algorithmus bearbeitet (sie konnen nie Nachbarn der untersuchten Knotenpunkte

sein). Dort ist dann weder eine Entfernung noch ein Vorginger gespeichert.

Wird der Algorithmus in der oben beschriebenen Weise ausgefiihrt, so wird durch
eine sogenannte ,,Riickwirtsrechnung* der kiirzeste Weg zu jedem Knoten gefunden. Ist
der Weg zu einem bestimmten Knoten gesucht, so kann der Algorithmus abgebrochen
werden, sobald dieser aus der Menge entfernt wurde. Die durchschnittliche Laufzeit
wird so zwar geringer, die Komplexitdt jedoch nicht, da bei der Berechnung der
Komplexitidt vom worst case, also dem Fall mit dem grotem erforderlichen Aufwand,
ausgegangen wird. Die folgende Abbildung 3-15 illustriert diesen oben beschriebenen

Sachverhalt.
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Abbildung 3-15: vier Schritte mit dem Algorithmus von Dijkstra

Auf dem ersten Bild ist nur der Startknoten S bekannt. Im ersten Schritt werden die
drei Nachbarknoten von S betrachtet. Jeder wird der Menge hinzugefiigt und mit den
Kosten d versehen. Im zweiten Schritt wird das minimale d in C gefunden. C hat die
Nachbarn B und E. B wird nicht verindert, da der Weg iiber C langer wire. Fiir E wird
ein erster Weg gefunden. Dieser geht iiber C und hat die Kosten d=11. Im nun
folgenden Schritt, ist d bei B minimal. Der Weg nach A ist wiederum uninteressant.
Nach E wird jetzt jedoch ein besserer Weg gefunden, d und vor werden entsprechend

angepasst.
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Der formalisierte Algorithmus lésst sich wie folgt darstellen:
Eingabe:

- Graph G mit (V,E)

- eine Kostenfunktion c(e) fiir alle e € E

- Startknoten s € V; Zielknoten z € V

1. Setze vor(v)= @ fiir alle v e V; d(s)= 0; Q= {s}
2. Wibhle a € Q mit d(a) minimal
3. wenn a = z dann Stop, Ziel erreicht!
4. Entferne a aus Q
5. Fir alle e= (v1,v2) mit vl= a:
wenn vor(v2) = J und v2 #s,
dann fiige v2 zu Q hinzu; d(v2)=d(vl) + c(e); vor(v2)= vl
sonst wenn d(v2) > d(vl) + c(e),
dann d(v2)=d(v1l) + c(e); vor(v2)= vl
6. wenn Q # & gehe nach 2

7. Stop, Ziel ist nicht erreichbar
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Betrachtung zur Laufzeit

Wenn wir uns die Laufzeit des Algorithmus von Dijkstra anschauen, so hingt diese
von der Art der Implementierung ab. Wir wollen annehmen, dass die Menge Q der zu
untersuchenden Knoten als simple Liste gespeichert ist. Die Suche nach dem Knoten
mit minimalem d benétigt hier eine Zeit, welche proportional zur Anzahl der Knoten ist.
Bezeichnet man die Anzahl aller Knoten mit n, so betrdgt der Aufwand O(n). Jeder
Knoten kann hochstens einmal in Q eingefiigt werden. So kann gezeigt werden, dass der

Gesamtaufwand O(n?) betridgt, wenn eine Liste benutzt wird [Tur96, S. 253].

Ein wesentlicher Punkt bei der Berechnung der Laufzeit ist die Suche nach dem
Knotenpunkt mit minimalen Kosten. Die oben erwéhnte Liste bedeutet hier einen recht
groBen Aufwand. Die in der Informatik bekannte Datenstruktur ,,Prioritétsliste* erlaubt
eine effizientere Ausfiihrung. Sie bietet die bendtigten Operationen: Werte einfiigen,
Werte verringern und minimalen Wert finden. Auch Priorititslisten konnen wiederum
auf verschiedene Arten implementiert werden. So wird beispielsweise durch den
Fibonacci Heap [Koz91, S. 44ff] eine Gesamtlaufzeit von O(m + n log n) erreicht. In
[MNO99, S. 149] findet sich eine Ubersicht iiber die verschiedenen Implementierungen
von Prioritétslisten in der LEDA-Bibliothek und ihre Effizienz. In [MN99, S. 152]

finden sich die daraus resultierenden Komplexititen des Algorithmus von Dijkstra.

Die theoretische Betrachtung der Laufzeiten im schlechtesten Fall erklért
letztendlich nicht, welcher Algorithmus in der Praxis eingesetzt werden soll. Die Dichte
eines Graphen bezeichnet das Verhéltnis der Anzahl der Knotenpunkte zur Anzahl der

Kanten. Sie ist ein wesentlicher Faktor fiir die tatsdchliche Laufzeit.

3.4.3 A* - Algorithmus

Der Algorithmus A* (gesprochen A Stern) wird erstmals in [HNR68] erwihnt. Er
stellt eine Variation des Algorithmus von Dijkstra dar [Tur96, S. 257]. Es wird eine
Heuristik mit dem Ziel benutzt, die Anzahl der zu untersuchenden Knoten zu

verringern. Das Verfahren baut auf einer Schitzfunktion auf. Diese schitzt die
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restlichen Wegkosten von einem beliebigen Knoten bis zum Ziel. Diese Funktion muss

so gewihlt werden, das man eine untere Grenze fiir die Restkosten erhilt.

Definition:
Eine Schitzfunktion, welche die Kosten nie {iberschitzt und nie negative

Funktionswerte erzeugt, hei3t zuléssig.

Mit dieser Funktion wird nun die Auswahl des nichsten zu bearbeitenden Knoten
verbessert. Im Algorithmus von Dijkstra, besteht das einzige Kriterium in den bis zu
diesem Knoten entstandenen Kosten. A* sucht nun einen Knoten, bei dem die Summe
aus bisherigen und den geschitzten Restkosten minimal ist. Dies bedeutet im Ergebnis,
dass bei A* die Suche nicht wahllos in allen Nachbarknotenpunkten verlduft.
Knotenpunkte, welche dem Zielknotenpunkt nahe sein konnten, werden bevorzugt

gewihlt.

Damit diese Heuristik ein gutes Ergebnis erzeugt, ist es notig, die Funktion so zu
bestimmen, dass die wahren Restkosten moglichst wenig unterschitzt werden. Die
Schitzfunktion soll also eine untere Schranke der restlichen Wegkosten sein, die
moglichst scharf ist. In einem allgemeinen gewichteten Graphen ist es jedoch quasi
nicht moglich, eine solche giinstige Funktion zu finden. Dazu muss die geometrische
Deutung des Graphen betrachtet werden. Den Knoten des Graphen sind Punkte in der
Ebene zugeordnet werden. Ebenso sind den Kanten Strecken zugeordnet. Die Gewichte
der Kanten entsprechen den Lingen der Strecken. Nun ergibt sich in natiirlicher Weise
eine mogliche Schitzfunktion: der euklidische Abstand zum Ziel. Aus der
Dreiecksungleichung folgt, dass diese Schitzfunktion zulédssig ist. Es kann keinen Weg

iber zwei (oder mehr) Kanten geben, welcher kiirzer wire, als die direkte Verbindung.
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Kurze Darstellung des Algorithmus:
Eingabe:
- Graph G mit (V,E)
- eine Kostenfunktion c(e) fiir alle e € E
- Startknoten s € V; Zielknoten z € V

- Schitzfunktion fiir die Restkosten bis zum Ziel h(v) fiir alle ve V

1. Setze vor(v)= & fiir alle v e V; d(s)= 0; Q= {s}
2. Wihle a € Q mit d(a) + h(a) minimal
3. wenn Q # & gehe nach 2
4. Entferne a aus Q
5. Fir alle e= (v1,v2) mit vl= a:
wenn vor(v2) = J und v2 #s,
dann fiige v2 zu Q hinzu; d(v2)=d(vl) + c(e); vor(v2)= vl
sonst wenn d(v2) > d(vl) + c(e),
dann d(v2)=d(vl) + c(e); vor(v2)= vl
6. wenn a = z dann Stop, Ziel erreicht!

7. Stop, Ziel ist nicht erreichbar
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Bestimmte zuldssige Schétzfunktionen kdnnen zu einem Verhalten fithren, welches
im Algorithmus von Dijkstra nicht zu beobachten ist: Ein Knotenpunkt wird
ausgewihlt, obwohl der kiirzeste Weg zu ihm noch nicht feststeht. Es kann also nicht
mehr festgestellt werden, ob der Weg mit den geringsten Kosten zu einem Knotenpunkt

bereits gefunden wurde.

=P

Abbildung 3-16: F wird zu friih entfernt

Mit h ist hier der von der Heuristik geschitzte Restweg bezeichnet. Der kiirzeste
Weg nach F ist offensichtlich S>K->F. Trotzdem wird F schon gewihlt, obwohl noch
die lingere Verbindung S->A->F favorisiert ist. Der Knotenpunkt K gehort noch zur
Menge der Knoten, aus denen weitere Knotenpunkte zur Untersuchung ausgewihlt
werden (in der Abbildung ersichtlich durch die graue Féarbung). Wiirde ein solches
Verhalten am Zielknoten auftreten, so konnte man den Algorithmus nicht vorzeitig
abbrechen. Das Entfernen des Zielknoten wiirde dann ja nicht mehr garantieren, dass
der bisherige Weg optimal ist. Es konnte noch ein Knotenpunkt existieren, iiber den,
wie hier K, eine kiirzerer Weg zum Ziel existiert. Die genaue Untersuchung wird nun

aber zeigen, dass dieses Verhalten nicht am Zielknoten auftreten kann.

Der filschlich gewihlte Knotenpunkt sei F. Zunichst ist festzustellen, unter
welchen Gegebenheiten dieser Knotenpunkt gewihlt wird, obwohl der optimale Weg

vom Start nach F noch nicht gefunden wurde. Dafiir muss natiirlich ein solcher kiirzerer
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Weg existieren, der erst zu einem Teil bekannt ist. Der Weg ist bisher nur bis zum
Knotenpunkt K bekannt. K ist bereits in die Menge der zu untersuchenden
Knotenpunkte eingefiigt. Wire dem nicht so, wiirde der Weg nie mehr gefunden
werden, denn dazu muss K gewihlt werden. Wenn der optimale Weg vom Start nach F

bis K bekannt ist, so wurde in K bereits die minimale Distanz gespeichert. Lediglich die

kiirzeste Verbindung von K nach F ist noch nicht gefunden.

bezeichnet, sowie mit e(x) der Fehler der Schitzfunktion am Knotenpunkt x.
Knotenpunkt F wird gewéhlt, obwohl die bisherige Distanz zu hoch berechnet wurde.

Der Betrag, den die Distanz noch zu gro8 ist, sei g. Diese folgenden vier Gleichungen

Seien nun die Minimalkosten vom Knotenpunkt x zum Knotenpunkt y mit m(x,y)

bzw. Ungleichungen ergeben sich nun direkt aus der Definition der Funktionen:

50

(1) m(x.y) < m(x,e) + m(e.y) fiir alle e,x,y € E
) m(x,z) — e(x) =h(x) fiir alle x € E

(3) m(s,F) = d(F) — g

) m(s,K) = d(K)

Da der optimale Weg vom Start nach F iiber K fiihrt, gilt:
m(s,K)+ m(K,F) = m(s,F)

Der rechte Term wird nun entsprechend (3) ersetzt und danach umgeformt:
m(s,K)+ m(K,F) =d(F) - g

(5) m(s,K)+ m(K,F) +g = d(F)

F wird gewihlt, weil d(F) + h(F) minimal ist:

d(F) + h(F) < d(K) + h(K)
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Die Funktion d(F) wird nun durch den linken Term in (5) ersetzt. Danach ist eine

Vereinfachung durch (4) moglich.
m(s,K)+ m(K,F) +g + h(F) < d(K) + h(K)
m(K,F) +g + h(F) < h(K)
Durch Umformung ergibt sich nun:
g < h(K) — h(F) - m(K,F)
Nun wird die Beziehung aus (2) angewandt.
g <m(K,z) — e(K) — m(F,z) + e(F) — m(K,F)

Nachdem die Ausdriicke auf der rechten Seite etwas umgeordnet wurden, ist

erkennbar, dass eine Abschitzung mit Hilfe von (1) méglich ist.
g < m(K,z)- m(K,F) — m(F,z) + e(F) — e(K)
g <e(F) —e(K)

Der Fehler der Schétzfunktion ist in jedem Knotenpunkt, also auch in K, groBer

oder gleich 0, daher folgt:
g <e(F)

Somit wurde gezeigt, dass F nicht der Zielknoten sein kann. Im Ziel ist der Fehler
jeder zulédssigen Schitzfunktion gleich null und kann somit unmdoglich groBer als die
positive Zahl g sein. Es ist sogar ganz ausgeschlossen, dass ein Knotenpunkt F
tiberhaupt existiert, wenn die Schitzfunktion die folgende Bedingung [Tur96, S. 259]
erfiillt:

51



Der kiirzeste Weg

Definition:

Eine Schitzfunktion, welche die Ungleichung

0<h(vl) <c(e) + h(v2) fiir alle e= (v1,v2) € E

erfiillt, heif3t konsistent.

Die obige Ungleichung hat die Form einer Dreiecksungleichung. Diese
Ungleichung ist fiir Entfernungen in der Ebene stets erfiillt. Somit ist gezeigt, dass der

euklidische Abstand zum Ziel eine konsistente Schitzfunktion darstellt.

Nehme man den Knotenpunkt v, dessen kiirzeste Verbindung zum Ziel iiber die
Knotenpunkte v1,v2, ..., vn fithren soll. Durch mehrfache Anwendung der obigen

Ungleichung erhélt man nun:
h(v) <c(e) +h(vl) mit e= (v,vl)
h(v) <m(v,vl) + h(vl)
h(v) <m(v,vl) +c(e) +h(v2) mite=(vl,v2)

h(v) <m(v,v2) + h( v2)

h(v) <m(v,z) + h(z)

Sei nun h(z)=0. Dann ergibt sich, dass die Bedingungen fiir eine zuldssige

Schitzfunktion erfuillt sind.

Wir halten also fest: der euklidische Abstand zum Ziel ist eine zulédssige und

konsistente Schitzfunktion.
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Betrachtung zur Laufzeit

Fiir die Komplexitidt von A* gelten im wesentlichen die gleichen Argumente wie
fiir den Algorithmus von Dijkstra. Der Hauptunterschied zwischen den Algorithmen ist
die Berechnung der Schitzfunktion. Angenommen die Berechnung der Schitzfunktion
hat einen konstanten Aufwand, also O(1). Fine zuldssige Schétzfunktion, die dies
erfiillt, ist die Funktion h(v)= 0. Diese ist aber denkbar ungiinstig. Wird sie gewdhlt,
verhilt sich A* genau wie der Algorithmus von Dijkstra. Es wird dann natiirlich auch
seine Laufzeit angenommen. Da diese Schitzfunktion den groftmoglichen Fehler hat,
gibt es keine Schétzfunktion mit konstantem Aufwand, mit der die Komplexitit von A*
grofer als die des Algorithmus von Dijkstra ist. Hat man eine Schitzfunktion zur
Verfiigung, die den Restweg genau einschitzt, dann besucht A* auch nur
Knotenpunkte, welche auf dem kiirzesten Weg zum Ziel liegen. Im Allgemeinen steht
eine solche Schitzfunktion natiirlich nicht zur Verfiigung, bzw. ist der Aufwand zu
deren Bestimmung dann nicht mehr konstant sondern entspricht dem des Algorithmus
von Dijkstra. Die Schitzfunktion muss fiir alle untersuchten Knoten aufgerufen werden.
Benotigt deren Bestimmung einen Aufwand von O(n) oder schlechter, so benétigt allein
die Berechnung der Schétzfunktion im schlechtesten Fall einen Aufwand von O(n?),
womit eine Verbesserung des Algorithmus von Dijkstra nicht méglich wire. Eventuell
bliebe Raum fiir eine Verbesserung mit einer Schitzfunktion die einen logarithmischen
Aufwand hat. Eine Aussage fiir den average case lésst sich aber nur sehr schwer treffen,
da es auch von der Schitzfunktion selbst abhingt, wie oft diese letztendlich berechnet

werden muss.

Die Anzahl von besuchten Knotenpunkten beim A*-Algorithmus liegt also
zwischen den beiden Extremen, der Anzahl der durch den Algorithmus von Dijkstra
bearbeiteten Knotenpunkten und der Anzahl der Knotenpunkte auf dem kiirzesten Weg.
Sie bestimmt letztendlich die tatsdchliche Laufzeit und ist abhéingig von der Giite der
Schitzfunktion, der Gestalt des Graphen und dem vorgegeben Start- und

Endknotenpunkt.
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3.5 Arbeitsschritte

Wird ein grof3es Problem in kleinere Teilprobleme zerlegt, geschieht dies meist zur
Vereinfachung. Das Problem als Ganzes zu erfassen und zu lOsen, ist weitaus
schwieriger als nur einen kleinen Teil davon zu bearbeiten. Kommt man aber zur
praktischen Anwendung der erarbeiteten Losung, so kann man manchmal einen
weiteren Vorteil aus diesem ,,Schritt fiir Schritt“-Ansatz nutzen. Arbeitet man mit vielen
Problemstellungen, die sich stark &dhneln, so kann man beobachten, dass einzelne
Teilschritte der Losung bereits frither genau so ausgefiihrt wurden. Das heilit: ein
Ergebnis eines bestimmten Arbeitsschrittes kann nicht nur fiir eine, sondern gleiche fiir

mehrere Probleminstanzen benutzt werden.

3.5.1 Unnotige Arbeitsschritte vermeiden

Man betrachte die Eingabedaten, die zur Berechnung des optimalen Weges notig
sind. Dies sind zunichst die Polygone, welche die Bereiche beschreiben, mit denen der
Roboter kollidieren wiirde. Hinzu kommt die aktuelle Position des Roboters, sowie die
Position, in die er sich bewegen soll, der Start- und Endpunkt also. Solange der
immergleiche Roboter in der gleichen Umgebung operiert, werden sich die Hindernisse
jedoch nicht verdndern. Mit einiger Wahrscheinlichkeit trifft dies beispielsweise auf
einen Fabrikroboter zu, der in einer Werkhalle arbeitet. Es erscheint daher sinnvoll
einmal anzunehmen, dass man zwar immer wieder verschiedene Start- und Zielpunkte
hat, die restliche Problemstellung, das heiflit die Lage und Gestalt der Polygone,
hingegen gleich bleibt.

Tatsédchlich bleibt ein GroBteil der berechneten Teilwege gleich, solange nur Start
und Ziel verdndert werden. Verbindet eine solche Strecke die Eckpunkte von
Hindernissen, so ist diese nach wie vor giiltig. Und eine Kollision ist auch erst zu
befiirchten, wenn die Strecke ein Hindernis schneidet. Solange jedoch kein neues
Hindernis auftaucht und auch die bereits Bestehenden nicht verschoben oder verformt

werden, ist auch dies ausgeschlossen.
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Der Graph veréndert sich also nur in genau den zwei Knotenpunkten, welche dem
Start- und Zielpunkt zugeordnet sind, sowie den damit verbundenen Kanten. Es liegt
daher nahe, zunichst einmal nur einen Graphen zu erstellen, welcher aus den
Informationen der Hindernisse aufgebaut wird. Dieser ,,Basisgraph® kann dann fiir jede
beliebige Lage von Start- und Zielpunkt benutzt werden. Dazu werden ihm die beiden
entsprechenden Knotenpunkte, sowie die dort beginnenden Teilwege hinzugefiigt. Das

Resultat dieser Uberlegungen liefert die folgende Aufteilung der Arbeit:
1. Erstellen des Basisgraphen aus den Hindernissen
2. Einfiigen von Start- und Zielknotenpunkt
3. Bestimmung des kiirzesten Weges in diesem Graphen

Nach jedem Schritt wird das Ergebnis zwischengespeichert, so dass es mehrmals
abgerufen und verwendet werden kann. Jeder Schritt ist abhingig vom Ergebnis des
vorhergehenden Schrittes sowie eventuell einem Teil der Eingabedaten. Wird dieser
Teil der FEingabedaten verdndert, so wird das FErgebnis des entsprechenden

Arbeitsschrittes ungiiltig und damit auch das aller folgenden Schritte.

Wenn nun stets genau verfolgt wird, wann sich Eingabedaten dndern, kann genau
bestimmt werden, welche Berechnungen erneut ausgefiihrt werden miissen oder ob ein
zwischengespeichertes Ergebnis weiter verwendet werden kann. Es wird hierzu
lediglich eine konstante Zeit benétigt, um diese Uberpriifung durchzufiihren, sowie der
Speicherplatz, der durch die Zwischenergebnisse belegt ist. Wird allerdings festgestellt,
dass Schritt 1 nicht erneut ausgefithrt werden muss, so verringert sich die
Gesamtkomplexitit der Losung, da Schritt 1 mit O(n? log n) die hochste Komplexitiit
aller Schritte aufweist. Es wird also nicht nur ein konstanter Teil der Arbeitszeit gespart,

sondern der gesparte Teil wichst sogar mit der Grofe des Problems an.
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4 Erstellung der Software

4.1 Programmiersprache

Als Programmiersprache soll C++ zum Einsatz kommen. Thr grofter Vorteil liegt
in der Hardwarendéhe und der somit erreichbaren Performance bei moderaten
Anforderungen an den Speicherplatz. Weiterhin stehen fiir C++ viele
Programmbibliotheken zur Verfiigung, die bei der Entwicklung und Weiterentwicklung
des Projektes niitzlich sein konnen. Neben den weiter unten aufgefiihrten Bibliotheken
wire hier hauptsidchlich an Pakete zu denken, welche die Steuerung eines Roboters

erlauben bzw. eine Kommunikation mit dem Bordcomputer des Roboters aufbauen.

C++ ist als objektorientierte Sprache auch gut geeignet, Objekte und deren
Beziehungen wiederzugeben. Das Konzept der Vererbung und der Polymorphie erlaubt
es, Objekte zu konstruieren, welche Teilprobleme losen. Bei der Benutzung des
Objektes, ist es unerheblich, was genau das Objekt dazu tun muss. Man muss nur
wissen, dass eine Instanz des Objektes das Teilproblem 16sen kann, und nicht welcher
genaue Algorithmus dazu benutzt wird. Wichtig ist nur, dass sich alle Objekte nach

auflen hin gleich verhalten: Sie erzeugen eine korrekte Losung.

4.2 Bibliotheken

4.2.1 Library of Efficient Datatypes and Algorithms

“Library of Efficient Datatypes and Algorithms* oder kurz LEDA bedeutet soviel
wie Sammlung effizienter Datentypen und Algorithmen. Zu den Hauptthemen, mit
denen sich diese Bibliothek beschiftigt, gehtren unter anderem Geometrie und
Graphen. Diese Bibliothek ist daher exzellent geeignet, das mathematische Riickgrat

dieses Projektes zu bilden. Einer der Grundgedanken von LEDA ist es, vorhandene
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Implementierungen so zu gestalten, dass sie wiederverwendbar sind oder anders gesagt:
das Rad nicht immer wieder neu zu erfinden [MN99]. Die Entwickler hinter LEDA
haben festgestellt, dass es nicht effizient ist, Algorithmen fiir jedes Projekt neu zu
implementieren. Algorithmen eines anderen Projektes zu iibernehmen, stellt sich jedoch
als recht problematisch heraus, wenn diese speziell fiir dieses eine Projekt erstellt
wurden. Es ist dann im Allgemeinen nicht moglich, diese Algorithmen zu kombinieren,
da sie nicht abstrakt genug oder gar unvollstindig sind. Daher will LEDA diese
Aufgabe iibernehmen, indem es feste Schnittstellen dafiir definiert. Die Benutzung
dieser Schnittstellen ermoglicht dann die Verwendung einer Funktion unabhéngig von
der Kenntnis des exakten Algorithmus. Das bedeutet auch, wenn eine zukiinftige
Version von LEDA diesen Algorithmus verbessert, muss einfach nur diese neue

Version benutzt werden, um davon zu profitieren.

4.2.2 Microsoft Foundation Class

Heutzutage ist das WIMP System die gebriduchlichste Benutzerschnittstelle fiir
interaktives Arbeiten. Sie setzt sich aus Windows, Icons, Maus und Pulldown Menus
zusammen. Unter anderem bietet das Betriebssystem Windows Funktionen an, um
Benutzerschnittstellen dieser Art zu erstellen. Die ,,Microsoft Foundation Class oder
kurz MFC [MSDN?2] bildet eine OOP basierte Bibliothek, um diese Schnittstellen zu
benutzen. Weiterhin gibt es spezielle Editoren, welche eine graphische Bearbeitung des
Aussehens der Benutzerschnittstelle ermdglichen. Diese konnen daraus dann den
relevanten Quellcode generieren, welcher das festgelegte Layout mit Hilfe der MFC
darstellt. Dem Programmierer wird auf diese Art etwas Arbeit abgenommen, da er sich
nun nur noch um die Funktion hinter der Benutzerschnittstelle kiimmern muss und nicht
mehr um diese selbst. Die MFC bietet weiterhin Funktionen zur Darstellung von
zweidimensionaler Pixelgrafik an. So sind beispielsweise Funktionen zum Zeichnen

von Linien und Fiillen von Polygonen enthalten.
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4.2.3 Standard Template Library

Die Standard Template Library ist ein Teil der C++ Standard Bibliothek. Sie
enthélt niitzliche Container, welche als Templates ausgefithrt sind. Templates
ermoglichen in C++ generische Algorithmen, die mit jedem Objekttyp funktionieren.
Speziell werden beispielsweise Listen von Punkten und Polygonen bendtigt. Da diese
Bibliothek weit verbreitet ist und daher als effizient und fehlerfrei angesehen werden
kann, sollte dies dem erneuten Implementieren der noétigen Container vorgezogen

werden.

4.3 Quelicodegestaltung

4.3.1 Quellcode Konventionen

Das Ziel dieser Konventionen ist es, einen gut les- und wartbaren Quellcode zu
schreiben. Dies wird erleichtert, wenn Bezeichnungen und Formatierungen im Code
einem festgelegten Schema folgen. Im Folgenden werden die wichtigsten Regeln

angefiihrt.

Bezeichner von Klassen, Strukturen und Enumerationen beginnen grof3

- Bezeichner von Methoden beginnen klein

- Bezeichner von Variablen beginnen mit einem dem Typ entsprechendem Prifix
- jedes neue Wort in zusammengesetzten Bezeichnern, beginnt grof3

- die geschweiften Klammern, die Blocke umschlieBen, stehen auf einzelnen

Zeilen

- alle Zeilen innerhalb der Klammern sind einen weiteren Tabulator eingeriickt
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Dieses Schema folgt hauptsichlich der ungarischen Notation. Eine ausfiihrlichere
Beschreibung, wie die ungarische Notation benutzt wird und welche Vorteile dies

bietet, findet sich in [MSDN1].

4.3.2 Kommentare

Zusitzlich zu den normalen Kommentaren, die in C++ iiblich sind, werden in den
Quellcodedateien sogenannte ,,Spezielle Dokumentationsblocke [Dim02] vorhanden
sein. Dies sind Kommentare, welche durch das Programm Doxygen aus dem Quellcode
extrahiert werden und danach in eine Dokumentation umgewandelt werden. Auf diese
Art konnen Informationen und Inhalte, welche fiir die Dokumentation des Quellcodes
notig sind, direkt in diesem untergebracht werden. Die exakte Generierung der
Dokumentation kann durch einige Kommandos gesteuert werden. In der folgenden

Tabelle 4-1 werden die wichtigsten davon kurz beschrieben:

Kommando Bedeutung

[¥% Kennzeichnet den Beginn eines speziellen Dokumentationsblocks

n

\brief Eine Kurzbeschreibung des folgenden Objektes

\param Beschreibt einen der Parameter der folgenden Methode/ Funktion

\return Beschreibt den Riickgabewert der folgenden Methode/ Funktion

\file Kennzeichnet diesen Dokumentationsblock als Beschreibung einer
Quellcodedatei

\todo Fiigt den folgenden Kommentar der ,,To Do* Liste hinzu (eine Liste,
die noch zu erledigende Aufgaben enthilt)

Tabelle 4-1: die wichtigsten Doxygen Kommandos

Eine komplette Liste iiber alle verfiigbaren Kommandos befindet sich in [Dim02].
Da die gesamte Dokumentation im Quellcode enthalten ist, wird garantiert, dass die

generierte Dokumentation auf dem gleichen Stand wie der Quellcode ist. Wird einmal
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vergessen, einen Dokumentationsblock entsprechendend zu erweitern, beispielsweise
beim Hinzufiigen eines neuen Parameters zu einer Methode, so wird dieses beim
nichsten Generieren der Dokumentation gemeldet. Da solche Meldung Dateinamen und
Zeilennummer enthalten, kann der Fehler ohne aufwendigen Vergleich der veralteten

Dokumentation mit dem neuen Quellcode beseitigt werden.

4.4 Reprasentation der Daten

Wenn ein Programm geschrieben werden soll, das mit Polygonen und Graphen
arbeitet, so miissen diese Informationen natiirlich auch im Speicher gehalten werden.
Dazu muss zunichst eine passende Reprisentationsform gewihlt werden. Weiter oben
wurden bereits die Bibliotheken LEDA und STL erwihnt. Sie bieten eine breite
Auswahl vorgefertigter Typen, welche das gesamte Aufgabengebiet abdecken. Diese
Datentypen konnen auch als gut getestet und daher fehlerfrei und effizient angesehen
werden. Es gilt nur noch die zur Losung der Aufgabe notwendigen Typen entsprechend
ihren FEigenschaften zu wihlen. Im nichsten Abschnitt soll nun die Wahl der

wichtigsten Typen vorgestellt und begriindet werden.

4.4.1 Punkte in der Ebene

Wenn in der Informatik Punkte gespeichert werden sollen, so werden diese zumeist
in ihre X und Y-Koordinate zerlegt. Diese beiden Zahlen werden dann einfach als
FlieBkommazahl gespeichert. In vielen Fillen mag dies ausreichen, obwohl es auf diese
Art tiberhaupt nicht moglich ist, jeden beliebigen Punkt darzustellen. Die Genauigkeit
einer FlieBkommazahl ist beschréinkt. Daher erhélt man so nur eine endliche Menge von
Punkten, welche natiirlich nicht ausreichen, um eine Ebene wirklich vollstindig zu
beschreiben. Dies fiihrt regelméfig zu Problemen, wenn geometrische Aufgaben
bearbeitet werden sollen. Es wird eine Anzahl degenerierter Fille erzeugt, wenn zum
Beispiel nicht mehr genau bestimmt werden kann, wo sich zwei fast parallele Strecken
schneiden. Lyle Ramshaw prigte den Begriff der ,,verzopften Geraden® [MNO99, S.
610ff] fiir dieses Phinomen.
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Um derartige Probleme zu iiberwinden, gibt es in LEDA den Type rat_point
[MN99, S. 583f], welcher fiir Punkte mit Paaren rationalen Zahlen als Koordinaten
steht. Hier werden die Koordinaten eines Punktes als homogene Koordinaten
gespeichert. Es gibt dann die drei Zahlen x, y und p, welche den Punkt P(x/p; y/p)
beschreiben. Hierbei sind Nenner und Zihler jeweils beliebig grofle Integer. Dieser
Datentyp kann also zur genauen Speicherung von Punkten benutzt werden. Zur
Ausgabe ist es wieder notig, die Informationen in die iibliche Darstellung, ein Paar von

FlieBkommazahlen, umzuwandeln.

4.4.2 Polygone

Da alle Hindernisse als Polygone vorausgesetzt werden, ist dies ein weiterer
Datentyp, der in vielen Programmteilen auftaucht. Wiederum findet sich in LEDA ein
passender Typ: rat_polygon. Es handelt es sich hier um ein Polygon, beschrieben durch
eine Menge von Eckpunkten. Diese werden wiederum als rat_point gespeichert, so dass

eine genaue Darstellung eines Polygons in der Ebene erfolgen kann.

Zumeist werden nicht nur einzelne, sondern gleich eine ganze Menge dieser

Polygone benétigt. Zu diesem Zweck wird folgender Typ definiert:
typedef std::list< leda_rat_polygon* > PolyList;

Es handelt sich hier um den Container list aus der STL, welcher spezialisiert wird,
um Zeiger auf die LEDA Polygone aufzunehmen. Die Liste unterstiitzt Einfiigen,
Entfernen und Iterieren mit einer Komplexitidt von O(1). Daher wird sie hier dem vector

vorgezogen, welcher nur beim selten bendtigten wahlfreien Zugriff einen Vorteil béte.

4.4.3 Graphen und Wege

Um Graphen zu reprisentieren, bietet LEDA gleich zwei Datentypen an. Einmal
den Typ graph und weiterhin den ugraph. Bei Letzterem handelt es sich um einen
ungerichteten Graphen (ugraph = undirected graph). Obwohl hauptséichlich mit solchen

Graphen gearbeitet wird, kommt trotzdem der Typ graph, welcher fiir gerichtete
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Graphen steht, zum Einsatz. Es kommen dann die in [MN99, S. 257f] angefiihrten
Methoden zum Einsatz, um einen solchen Graphen als ungerichtet zu betrachten. Die
Autoren geben dort weiterhin an: ,,We also have data type ugraph. We use it very
rarely.” Ein ungerichteter Graph birgt also offensichtlich keinen Vorteil, wenn er im
Speicher abgelegt wird. Da die Daten im Computer immer in einer bestimmten Ordnung
abgelegt sein miissen, hat selbst ein ungeordnetes Paar von Knotenpunkten stets implizit
eine gewisse Ordnung. In LEDA &duBert sich das darin, dass einer der Knotenpunkte
einer Kante stets source (Quelle) und der andere target (Ziel) genannt wird, egal ob ein

Graph nun gerichtet oder ungerichtet ist.

Um Wege in einem Graphen zu beschreiben, kommt eine node_list zum Einsatz.
Dies ist eine Liste von Knotenpunkten (englisch ,,nodes), mit der ein Weg eigentlich
nicht vollstindig beschrieben werden kann. Die Kanten zwischen den einzelnen Knoten
werden in dieser Liste nicht gespeichert. Da die Kanten aber einen Teilweg beschreiben,
von welchem wir wissen, dass er eine Strecke ist, so sind tatsdchlich alle Kanten
zwischen zwei Knoten dquivalent. Daher ist die Liste der Knotenpunkte vollkommen
ausreichend zur Beschreibung des Weges. Im Allgemeinen sollte der Graph auch
niemals mehrere Kanten zwischen einem Paar von Knoten besitzen, da dies unniitz
wire. Unter dieser Bedingung lassen sich dann auch die Kanten eindeutig aus der

node_list bestimmen.

4.5 Algorithmen und Interfaces

Interfaces definieren einen Satz von abstrakten Methoden und Attributen, die
einem bestimmten Zweck dienen. Sie sind abstrakt in dem Sinne, dass hier fiir die
Methoden nur Prototypen definiert werden, sowie eine generelle Aufgabe, fiir die sie

benutzt werden. Es gibt jedoch noch keine Implementierung fiir diese Methoden.

Dieses Prinzip soll nun auf die Teilaufgaben tiibertragen werden, zu deren
Bewiltigung sich verschiedene Algorithmen heranziehen lassen. Das Interface
beschreibt die Teilaufgabe, die Eingabedaten sowie die erzeugten Ausgabedaten. Wird

ein Algorithmus dann tiber dieses Interface benutzt, so werden die Daten in den genau
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vereinbarten Formaten {iibergeben. Der Benutzer kann dann erwarten, zu einer
gegebenen Eingabe stets eine korrekte Losung zu erhalten, unabhingig vom tatsichlich

benutzten Rechenweg.

Es soll allerdings nicht gefordert werden, das man stets exakt dieselbe Losung
erhilt. Wie weiter oben schon gezeigt, existieren beispielsweise verschiedene
Methoden, um einige unndtige Kanten in einem Graph zu entfernen, ohne dass dies den
spiteren optimalen Weg beeinflusst. Wére nun nur die Riickgabe einer ganz bestimmten
Kantenmenge erlaubt, ist die Anzahl der moglichen Implementierungen fiir das
Interface unnétig eingeschrinkt. Auch die Nutzung von Néherungslosungen wire so
ginzlich ausgeschlossen, da diese ja naturgemil im Allgemeinen nicht der korrekten

Losung entsprechen.

Da C++ im Gegensatz zu beispielsweise Java, das Schliisselwort ,,interface* nicht
kennt, werden hier zumeist sogenannte Interface-Klassen benutzt. Dies sind abstrakte
Klassen, welche eine Reihe rein virtueller Methoden haben. In einer von dem Interface
abgeleiteten Klasse, kann dieses nun implementiert werden, indem solche virtuellen
Methoden iiberschrieben werden. Da die abgeleitete Klasse in der ,,is a“-Beziehung zum
Interface steht, kann diese Klasse iiberall, wo ein Pointer oder eine Referenz auf die
Interface-Klasse erwartet wird, auch verwendet werden. Die Polymorphie
(Vielgestaltigkeit) des Interfaces sorgt dann fiir die Ausfithrung der verschiedenen
Berechnungsmethoden. Mit Hilfe der spdten Bindung wird der konkrete Code der
gewiinschten Implementierung, das heifit in unserem Fall einer der verschiedenen

Algorithmen, zur Laufzeit gewihlt.

4.6 GraphBuilder

Ein GraphBuilder ist dafiir zustéindig, aus den Hindernissen sowie dem Start- und
Zielpunkt einen Graphen zu erstellen. Der Graph reprisentiert dann alle Teilwege, aus
denen spiter der Weg konstruiert wird. Die in Kapitel 3.2 vorgestellten Algorithmen
sollen also mit dem GraphBuilder Interfaces implementiert werden. Dies geschieht mit

den folgenden zwei Methoden.
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virtual bool buildBase (
std::list< leda_rat_polygon* >* plipplObstacles,
SRect& rectSize );

virtual bool addStart (
leda_rat_point pptStart[2],
graph& gTarget,
node_array<double>& naX,

node_array<double>& naY¥ );

Die Aufteilung in diese beiden Methoden entspringt den in Kapitel 3.5.1 gezeigten
Arbeitsschritten. Zunédchst wird mit buildBase aus den Hindernissen sowie der
rechteckigen Begrenzung des Weltmodells ein Basisgraph erzeugt. Das Ergebnis wird
zuniéchst nur intern gespeichert und noch nicht ausgegeben. Erst mit addStart, wird ein
kompletter Graph erstellt, indem noch der Start- und Zielpunkt hinzugefiigt werden.
Zusitzlich sind zu allen Knotenpunkten noch X- und Y-Koordinaten angegeben, welche
die geometrische Struktur des Graphen reprisentieren. Hierin ist auch die Bewertung
des Graphen enthalten, da an Hand dieser Koordinaten der Abstand zweier Knoten

bestimmt werden kann.

Die erste Implementierung eines GraphBuilders ist der BuilderBruteforce. Dieser
iberpriift fiir alle denkbaren Kombinationen von Eckpunkten, ob die Verbindungslinie
eines der Hindernisse schneidet. Dazu wird eine Methode aus der LEDA Bibliothek
benutzt, welche die Schnittpunkte zwischen Strecken und Polygonen berechnet. Dieser
Ansatz ist durchaus fiir kleinere Probleme anwendbar. Es muss allerdings festgestellt
werden, dass neben dem stark anwachsenden Zeitaufwand bei gréeren Polygonmengen
ein weiteres Problem besteht. Wie oben erwihnt, werden Schnittpunkte zwischen
Strecken und Hindernissen gesucht. Sind zwei solche gefunden, so wird die Strecke als
blockiert angesehen und nicht als Teilweg akzeptiert. Im Normalfall bedeutet dies, dass
die Strecke tatsdchlich durch ein Hindernis fiihrt. Es gibt jedoch eine Moglichkeit, wo
dies nicht der Fall ist. Ist die Strecke eine Diagonale in einem der Polygone, so hat sie 2
Schnitte an den beiden verbundenen Eckpunkten. Je nach Form des Hindernisses kann

eine Diagonale aber auch vollstindig aulerhalb liegen, wenn das Polygon eine konkave
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Menge ist. Auf dhnliche Weise duflert sich das Problem auch wieder, wenn Start- oder
Zielpunkt auf dem Rand eines Polygons liegen. Diese Probleme konnten sicher beseitigt
werden, wenn man all diese Spezialfille durch zusétzliche Abfragen erkennen und
umgehen wiirde. Sinnvoller wire es jedoch, die Bemiihungen in die anderen
Algorithmen zu investieren und den BuilderBruteforce nur als Testfall und zum

Vergleich der Ausfithrungszeiten im Programm zu belassen.

Der BuilderRotate hingegen implementiert einen Sweep, wie er in Kapitel 3.2.3
beschrieben wird. Der Algorithmus hélt sich weitgehend an die Ausfiihrungen in
[BKOSO00, S. 310ff]. Ein wichtiger Unterschied besteht nur in der Behandlung der
Statusstruktur, welche weiter unten nochmals genauer erkldrt wird. Der
BuilderRotatePartial arbeitet grundsitzlich genauso, wendet jedoch zusitzlich die
Erkenntnisse aus den Kapiteln 3.2 und 3.3 an, wie die Berechnung weiter beschleunigt
werden kann. Anstatt den Strahl wirklich um volle 360 Grad zu rotieren, werden hier
zunichst die sinnvollen Bereiche fiir die Rotation bestimmt. Dies geschieht analog zur
Abbildung 3-11. Nur Polygonkanten, die fiir diese beiden Bereiche relevant sind,
werden auch bearbeitet. Es werden hier zwei separate Sweeps durchgefiihrt, welche
dann auch jeweils nur die Teilwege im entsprechenden Kreissektor finden. Die

Umgebung wird also, wie der Name schon suggerieren soll, nur partiell abgesucht.

4.6.1 Statusstruktur des Sweeps

Einer der am schwierigsten zu realisierenden Teile in BuilderRotate und
BuilderRotatePartial besteht in der effizienten Verwaltung der Statusstruktur. In
[BKOSO00, S. 311] wird vorgeschlagen, diese Daten in einem balancierten Suchbaum zu
speichern. Er garantiert, dass die bendtigten Operationen innerhalb einer gewissen
Komplexitit ausgefiihrt werden konnen, um die angestrebte Gesamtkomplexitit zu

erreichen.

Die Notwendigkeit, diese Struktur komplett neu zu implementieren, anstatt
beispielweise die Datenstrukturen aus LEDA zu benutzen, ergibt sich aus der Art, wie

die Elemente der Struktur geordnet werden. Normalerweise ist fiir jedes Element ein
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fester Schliissel vorhanden, der die Ordnung im Baum definiert. In unserem Fall ist dies
der Abstand der Polygonkanten zum Mittelpunkt des Sweeps. Wihrend der Sweep nun
voranschreitet, indern sich aber diese Abstinde. Es ist nicht moglich, dass die Kanten
die Reihenfolge tauschen, da sie sich dann schneiden miissten. Trotzdem kann kein
Schliissel berechnet werden. Deshalb ist zwingend eine Implementierung nétig, die

lediglich mit einer Vergleichsfunktion auskommt.

Im Internet [Sch04][SDS95] findet sich zumeist der RedBlackTree als Moglichkeit
der Implementierung eines solchen balancierten Suchbaumes. Der Name lehnt sich an
die Knoten in einem solchen Baum an, welche jeweils Rot oder Schwarz gefirbt sind.
Betrachtet man die Arbeitsweise eines solchen Baumes, so stellt man fest, dass doch ein
betriachtlicher Aufwand betrieben werden muss, um den Baum stets balanciert zu halten.
Neben dem zusitzlichen Speicherverbrauch fiir die Fiarbung ist auch ein groBer Teil des
Codes allein fiir das Umsortieren und Umférben der Knoten zustidndig. Die Tabelle in
[MNO99, S. 127] bestitigt die Vermutung, dass ein RedBlackTree durch diesen Aufwand

in der praktischen Anwendung nicht sehr effizient arbeitet.

[MNO99, S. 126f] erwihnt jedoch auch die Skiplists, welche dort zu den
effizientesten Implementierungen gehoren. Es handelt sich hier um eine Datenstruktur,
welche intern mit einem Zufallsgenerator arbeitet, also letztendlich nicht deterministisch
ist. Die erwartete Komplexitit liegt in dem Bereich des RedBlackTrees, es wiren jedoch
in einigen konkreten Féllen (deren Erscheinen ja zufillig ist) auch viel schlechtere
Laufzeiten denkbar. Diese treten jedoch nur sehr selten auf und werden daher durch die
anderen Fille ausgeglichen. Laut [Pug98] ist die Chance, dass die Suche in einer
SkipList mit 1000 Elementen ldnger als das Fiinffache der erwarteten Zeit dauert,
ungefihr 1 zu 10"%. In der praktischen Anwendung sind Skiplists daher schneller als
RedBlackTrees, da hier das komplizierte Ausbalancieren nicht nétig ist. Positiv wirkt
sich hier auch aus, dass eine Skiplist allgemein sehr einfach durchsucht werden kann,

was zu einem kurzen und schnellen Quellcode fiihrt.

Weiterhin ldsst sich hier auch sehr gut das Problem des nicht vorhandenen

Schliissels umgehen. Eine SkipList ist eine verkettete Liste, bei der ein Element nicht
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nur mit einem, sondern mit mehreren Nachfolgern verkettet ist. Welche und wie viele
dies genau sind, wird letztendlich durch die zufillig generierte ,,Hohe* eines Elementes
bestimmt. Die Elemente werden daher auch als Tiirme verstanden, wobei jedes
Stockwerk einen Nachfolger speichert. Dies ist der jeweils nidchste Turm der mindestens
diese Hohe hat. Da hohere Tiirme seltener sind, werden in dieser Hohe mehr Tiirme
»ubersprungen®. Daher auch der Name ,Skip“list, zur Bezeichnung dieser

Vorgehensweise.

In der vorliegenden Implementierung wird nun mit jedem Turm eine Strecke
assoziiert. Strecken, die weiter entfernt vom Mittelpunkt des Sweeps sind, werden in der
Liste weiter vorn eingeordnet. Bei einem Such- oder Einfiigevorgang befindet man sich
stets am Ende einer solchen Strecke, die gesucht bzw. eingefiigt werden soll. Das
Sortierkriterium wird aus der Orientierung dieses Endpunktes der aktuellen Strecke zu
den restlichen Strecken gebildet. Der Suchvorgang beginnt nun zunichst mit all den
Tiirmen, welche die maximale Hohe besitzen. Es werden dort die Strecken gesucht,
zwischen denen der Punkt liegt. So erhilt man eine erste grobe Anniherung, da in dieser
Hohe die Tiirme noch weit voneinander entfernt sind. Nun geht man eine Etage nach
unten und die Suche beginnt erneut, jedoch nur zwischen den beiden vorher gefundenen
Tiirmen. Dies wird fortgesetzt, bis man am niedrigsten Level angekommen ist. Dabei
wird das Intervall zwischen den Tirmen Schritt fiir Schritt immer kleiner, bis man

schlieBlich die gewiinschte Position gefunden hat.

Zu weiteren Details der Skiplists sei nochmals auf [Pug98] sowie [MN99, S. 196ff]

und [GooO1] hingewiesen.

4.7 PathFinder

Nachdem der GraphBuilder einen Graphen erstellt hat, kann ein PathFinder auf
diesen angewandt werden. Hierin verbergen sich alle Algorithmen, die den kiirzesten
Weg in einem Graphen bestimmen. Zunichst einmal sind fiir diese Berechnungen die

Daten des bewerteten Graphen notig.
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PathFinder ( graph& gSrc, EdgeCost& ecSrc );

Da stets der Konstruktor ausgefiihrt werden muss, wenn ein Objekt instanziert
wird, so ist dadurch gewihrleistet, dass jeder PathFinder mit einem Graphen und einer
Instanz einer EdgeCost assoziiert wird. Die EdgeCost wird fiir die Bewertung des

Graphen bendétigt (siehe 4.7.1). Weiterhin stehen folgende Methoden zur Verfiigung:

virtual double findShortestPath (
node nStart,
node nTarget,

node_array<edge>& naePred )= O;

bool convertPredTolist (
node nStart,
node nTarget,
node_array<edge>& naePred,

node_listé& nlPath );

In findShortestPath verbirgt sich der eigentliche Algorithmus zur Bestimmung des
Weges. Die Methode ist daher rein virtuell und wird fiir jeden konkreten Algorithmus
neu implementiert. Hier wird ein Start- und Zielknotenpunkt iibergeben, zwischen
welchen der kiirzeste Weg gesucht wird. Der Graph und seine Bewertung wird ja schon
bei der Konstruktion des Objektes vereinbart und muss daher nicht erneut angegeben
werden. Der Riickgabewert ist die Gesamtlinge des Weges, falls ein Weg gefunden
wird. In dem Array naePred wird zu jedem Knotenpunkt eine Kante gespeichert. Hier
sind wihrend der Suche alle bisher gefundenen Wege abgelegt. Dies geschieht, indem
die Kante zum Vorginger im Weg gespeichert wird. Ist am Ende der Suche ein
optimaler Weg gefunden, so steht in diesem Array beim Zielknoten die Kante zu dessen
Vorginger. Bei diesem wiederum ist die nidchste Vorgidngerkante gespeichert. Dies setzt

sich bis zum Startknoten fort.

Der Weg wird also rekonstruiert, indem all diese Vorgidnger bestimmt und
anschliefend in umgekehrter Reihenfolge zu einem Weg zusammengefasst werden.

Diese Aufgabe {iibernimmt die Methode convertPredToList, welche bei allen
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Algorithmen in gleicher Art arbeitet. Es werden wiederum die Start- und
Endknotenpunkte iibergeben und der beschriebene Vorgang durchgefiihrt. In nlPath
wird dann letztendlich eine Liste der Knotenpunkte, die den Weg beschreiben,

gespeichert.

4.7.1 EdgeCost

Uber das Interface EdgeCost kann die Bewertung eines Graphen festgelegt werden.
Dies geschieht unter Verwendung einer Methode, mit der man die Bewertung der
Kanten abfragen kann. Eine solche Bewertung kann auch als Kosten, welche bei der
Benutzung der Kante entstehen, interpretieren. Daher die Bezeichnung EdgeCost,
welche libersetzt Kantenkosten bedeutet. Bei den Kosten muss es sich natiirlich nicht
grundsitzlich um einen Geldbetrag handeln, es kann auch eine Entfernung oder

Zeitspanne gemeint sein.
virtual double getCost ( edge& e )= 0,

Der Methode wird eine Kante iibergeben und man erhilt die zugehorigen Kosten
als Riickgabewert. Wiederum muss die Methode durch eine konkrete Implementierung

iiberschrieben werden.

Im Rahmen der Diplomarbeit gibt es hier lediglich eine konkrete Klasse: die
NodeDistance. Hier werden als Kosten die euklidischen Entfernungen der beiden durch
die Kanten verbundenen Knotenpunkte angegeben. Dazu miissen bei Konstruktion der

Klasse die Koordinaten aller Knotenpunkte iibergeben werden.

Man beachte, dass nicht jede Bewertung grundsitzlich mit jedem PathFinder
benutzt werden kann. Beispielsweise setzt der Algorithmus von Dijkstra voraus, dass
jede Kante grofier als null bewertet wird. Eine Implementierung von EdgeCost, welche
negative Kosten liefert, ist jedoch nicht verboten. Um korrekte Ergebnisse mit diesen
negativen Bewertungen zu erhalten, ist es dann auch nétig, einen entsprechenden

PathFinder zu implementieren.
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4.7.2 PFLedaDijkstra und PFDijkstra

Hierbei handelt es sich um zwei Klassen, welche beide mit dem Algorithmus von
Dijkstra arbeiten und so das PathFinder Interface implementieren. PFLedaDijkstra
arbeitet mit der in der LEDA Bibliothek enthaltenen Version des Algorithmus. Hierzu
ist nur die Umwandlung des bewerteten Graphen in die von LEDA geforderten
Konventionen notig. Danach wird die Funktion DIJKSTRA_T aufgerufen, welche die
Daten an LEDA weitergibt. Die genaue Vorgehensweise dieses Algorithmus ist in
[MNO99, S. 333ff] beschrieben. Durch die Benutzung der Funktion wird jedoch der
zusitzliche Aufwand erzwungen, um die Daten in der bendtigten Form bereitzustellen.
Da dies immer den gesamten Graphen betrifft, ist dieser Aufwand von der GroBe des

Graphen abhéngig, aber nicht von der Linge des Weges.

In PFDijkstra kann dies nun umgangen werden, indem diese Implementierung mit
genau den Daten, die ein GraphBuilder erzeugt, weiter arbeitet. Dazu wurde der
Algorithmus von Dijkstra, so wie in Kapitel 3.4.2 beschrieben, umgesetzt. Der
Quellcode wurde auch etwas flexibler gestaltet, so dass verschiedene Arten von
Prioritétslisten benutzt werden konnen. Mit folgender Methode kann diese fiir den

nichsten Suchlauf gewihlt werden:
void setHeapType( HeapType htPriority );

Es kann leicht fiir Test- oder Vergleichszwecke zwischen den einzelnen Typen
gewechselt werden. Wird diese Funktion nicht aufgerufen, d.h. also keine Priorititsliste
explizit festgelegt, so wird automatisch die zur Zeit schnellste Implementierung in der

verwendeten LEDA Bibliothek gewihlt.

4.7.3 PFAStar

In dieser Klasse findet sich eine Implementierung des A*-Algorithmus. Zu den
bisher bendtigten Informationen kommt nun noch eine Schitzfunktion fiir die
Wegkosten. Diese wird dem Algorithmus bereits im Konstruktor iibergeben, so dass die

Funktion stets zur Verfiigung steht.
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PFAStar ( graph& gSrc, EdgeCost& ecSrc, CostBound& cbMin );

Bei CostBound handelt es sich wiederum um ein Interface, welches eine untere

Schranke fiir die Kosten berechnet. Das Interface enthilt zwei Methoden.
virtual void setTargetNode ( node& nTarget )= O0;

virtual double getMinCost ( node& nSource )= 0;

Zunichst wird mit setTargetNode der Zielknotenpunkt festgelegt. Alle weiteren
Berechnungen beziehen sich dann auf dieses Ziel. Die Methode getMinCost gibt dann
eine untere Schranke der Kosten zuriick, welche von einem konkreten Knotenpunkt bis

zum Zielknotenpunkt anfallen.

Die Klasse CBDistance implementiert das Interface CostBound. Als
Schétzfunktion wird hier der euklidische Abstand zum Zielpunkt benutzt. Die
Zuldssigkeit und Konsistenz dieser Funktion wurden bereits in Kapitel 3.4.3 gezeigt.
Zur Berechnung der Distanzen werden die Positionen der einzelnen Knotenpunkte des
Graphen benotigt. Daher werden dem Konstruktor von CBDistance Referenzen auf die

entsprechenden Felder mit den Koordinaten iibergeben.

PFAStar kann grundsitzlich mit jeder konsistenten Schétzfunktion arbeiten. Es
muss jedoch darauf geachtet werden, dass sowohl die Kantenbewertungen als auch
diese Heuristik die gleichen Groen messen. Mochte man beispielsweise einen Weg
finden, welcher méglichst kurz sein soll, so sind alle Kanten mit Entfernungen bewertet.
Verstiandlicherweise kann hier nun keine Schétzfunktion verwendet werden, die
beispielsweise die minimale Zeit angibt, die man bis zum Ziel bendtigt. Auch die

Schétzfunktion muss dann Entfernungen messen.

Ansonsten dhnelt die Klasse PFAStar stark der Klasse PFDijkstra, nur dass eben
der Algorithmus um die Benutzung der Heuristik erweitert wurde. Auch die Funktion

zur Wahl der benutzten Priorititsliste ist vorhanden.
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4.8 GraphData

Die Klasse GraphData macht es moglich, die zuvor besprochenen Algorithmen auf
einfache Art zu benutzen. Die aktuell verwendeten Klasseninstanzen und Daten werden
intern gespeichert. Wird also in dem Programmteil, der fiir Nutzereingaben zusténdig
ist, ein neues Polygon erstellt, so werden die Daten an GraphData weitergeben. Die
Klasse liefert anschlieBend auch die neuen Ergebnisse zur Darstellung zuriick. Thr
Design orientiert sich daher in gewissem Malle am Facade Pattern [Cap(04]. Die
Benutzung der verschiedenen Algorithmen wird durch eine Anzahl Methoden
ermoglicht, welche diese auswihlen und ihre Ausfithrung starten. Die Ergebnisse der
letzten Berechnungen werden intern gespeichert und konnen beliebig oft abgerufen
werden. Die bereitgestellten Informationen schlieen auch einige statistische Daten ein,

wie die Zeitdauer bestimmter Berechnungen.

void setAlgoGB( AlgoGraphBuilder agbNew );
AlgoGraphBuilder getAlgoGB() ;
std: :string getAlgoGBName ( AlgoGraphBuilder agbId );

Die erste hier gezeigte Methode setAlgoGB bestimmt den Algorithmus zur
Konstruktion des Graphen. Die Festlegung gilt fiir alle folgenden Berechnungen, bis die
Methode erneut aufgerufen wird, um einen anderen GraphBuilder zu wéhlen. Um die
aktuelle Auswahl abzurufen, wird die Methode getAlgoGB benutzt. Diese Darstellung
kann intern genutzt werden, fiir die Ausgabe kann auch noch der Name des Algorithmus
ausgelesen werden. Dafiir ist getAlgoGBName zustindig, welche zu jedem der

Algorithmen einen String liefert.

void setAlgoPF ( AlgoPathFinder apfNew );
AlgoPathFinder getAlgoPF();
std: :string getAlgoPFName ( AlgoPathFinder apfId );

Diese drei Methoden arbeiten auf die gleiche Weise wie die vorangegangenen. Sie
sind jedoch nicht fiir den GraphBuilder, sondern den PathFinder zustindig. Hier wird

also der Algorithmus zur Bestimmung des optimalen Weges festgelegt oder abgefragt.
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void buildGraph ( leda_rat_point pptStart[2],
PolyList* pplObstacles,
SRect& rectSize );

void buildPath();

Diese zwei Methoden starten nun die Berechnungen mit den gewihlten
Algorithmen. Mit buildGraph wird der komplette Graph erstellt. Als Parameter wird
zunichst ein Array mit Start- und Zielpunkt tibergeben. Der zweite Parameter sind die
Hindernisse, welche in einer Liste von Polygonen gespeichert sind. Zuletzt gibt das
Rechteck die Grenzen des Weltmodells an. In dem so erzeugten Graphen, kann der
optimale Weg zwischen den Start- und Zielknotenpunkt gesucht werden. Dies geschieht
mit einem Aufruf von buildPath, welches nun keine weiteren Parameter benttigt. Beide
Methoden haben keinen Riickgabewert, da die Ergebnisse, wie schon erwéhnt, nur

intern gespeichert werden.

void invalidateGraph();

void invalidateStarts();

Diese beiden Methoden bestimmen, welche Daten bei Berechnungen ungiiltig sind,
und welche sich seit dem letzen Aufruf nicht gedndert haben. Dabei zeigt
invalidateGraph an, dass sich eines der Hindernisse gedndert hat und folglich der
gesamte Graph neu berechnet werden muss. Ein Aufruf von invalidateStarts bedeutet

hingegen, dass nur der Start- oder Zielpunkt verdndert wurde.

Erfolgt kein Aufruf dieser Methoden, so werden die an buildGraph iibergebenen
Daten ignoriert. Die Berechnungen werden so durchgefiihrt, als wiirden erneut die
gleichen Daten, wie beim letzten Aufruf, iibergeben. Es kann dann, wie im Kapitel 3.5
beschrieben, ein Grofteil der Rechenzeit gespart werden. Die Benutzeroberfliche
»weill* genau, wann welche Daten manipuliert werden. Daher ist es effektiver, wenn
diese dann der Klasse GraphData eine solche Meldung schickt, anstatt GraphData selbst
alle Eingabedaten auf mogliche Anderungen priifen zu lassen. Dies wiirde nicht nur

einen Vergleich erfordern, sondern auch die komplette Speicherung aller Eingabedaten.
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bool checkData ( leda_rat_point pptStart[2],
PolyList& plObstacles,
PolyList& plError );

Wie an verschiedenen Stellen erwédhnt, wird man eventuell falsche Ergebnisse
erhalten, sobald man Berechnungen mit unerlaubten Eingabedaten durchfiihrt. Daher
tiberpriift diese Methode die Daten auf Schnitte zwischen den Polygonkanten. Weiterhin
wird tberpriift, ob Start- und Zielpunkt in einem Hindernis liegen. Wird kein Problem
gefunden, so wird ,,wahr* zuriickgegeben. Gibt es jedoch Fehler, so wird in plError eine
Liste der betroffenen Polygone gespeichert. Diese Polygone enthalten entweder einen
der genannten Punkte oder schneiden sich gegenseitig. Mit Hilfe der Liste kann dem

Benutzer dann visualisiert werden, welche Eingabedaten fehlerhaft sind.

graph& getGraph();
node_list& getPath();
node_array<double>& getX();

node_array<double>& getY();

Nach jeder Berechnung werden intern die Ergebnisse abgelegt. Zu deren Ausgabe
konnen sie iiber diese vier Methoden abgerufen werden. Die Abfragen konnen beliebig
oft geschehen, ohne dass die Rechnungen erneut ausgefiihrt werden miissen. Mit
getGraph erhilt man den Graphen, welcher die Struktur der Teilwege reprisentiert.
getPath liefert hingegen eine Liste der Knotenpunkte dieses Graphen, welche den
optimalen Weg bilden. Bei dem Graphen muss es sich nicht um den gesamten
Sichtbarkeitsgraphen handeln. Beispielsweise liefert der BuilderRotatePartial einige der

Kanten nicht zuriick, wenn diese ohnehin nicht im optimalen Weg auftauchen konnen.

Fiir eine graphische Ausgabe wird noch die Anordnung des Graphen in der Ebene
benétigt. Hier finden die Methoden getX und getY Anwendung. Diese liefern zu jedem
Knotenpunkt die X- und Y-Koordinate eines korrespondierenden Punktes. Bei der
Darstellung eines Graphen miissen seine Kanten nicht unbedingt als Strecken dargestellt
werden. In diesem Fall steht aber jede Kante fiir einen geradlinigen Teilweg. Daher

konnen alle Kanten als Linie visualisiert werden. Eine solche Linie wird zwischen den

74



GraphData

beiden Punkten gezeichnet, welche zu den beiden Knotenpunkten gehoren, die durch
die Kante verbunden sind. Da die Teilwege im Allgemeinen in beide Richtung passiert
werden konnen, kann der Richtungssinn der Kanten (es wird ja intern mit einem
gerichteten Graphen gearbeitet) vernachlissigt werden. Pfeile, auf niedrig aufgelosten

Monitorbildern ohnehin schlecht erkennbar, miissen also nicht gezeichnet werden.

int getNrOfNodes();
int getNrOfEdges() ;

double getPathLength();
int getNrOfPathNodes () ;

Mit diesen Funktionen lassen sich nun noch eine Reihe Informationen iiber die
Ergebnisse der Rechnungen abrufen. Die beiden Methoden getNrOfNodes und
getNrOfEdges beziehen sich auf den erzeugten Graphen. Es lassen sich die Anzahl der
enthaltenen Knotenpunkte (Nodes) und der Kanten (Edges) ausgeben. Durch
getNrOfPathNodes wird die Zahl der Knotenpunkte im Weg, inklusive Start und Ziel,
zuriickgegeben. Die Anzahl der Teilwege oder Kanten im Weg erhilt man sofort, wenn
man von der Zahl der Knotenpunkte noch Eins subtrahiert. Die Bewertung des Weges,
das heifit die Summe der Bewertungen der einzelnen Teilwege, liefert die Methode

getPathLength.

int getTimeBaseGraph() ;
int getTimeSZGraph () ;
int getTimeFindPath();

Mit diesen Methoden erlangt man Zugriff auf die Ergebnisse der Zeitmessung der
einzelnen Arbeitsschritte. Fiir jeden Schritt wird einzeln die benétigte Rechenzeit in
Millisekunden gemessen. Bei getTimeBaseGraph handelt es sich um die Erstellung des
Basisgraphen, also ohne den Start- und Zielknotenpunkt. Die Methode
getTimeSZGraph gibt die benétigte Zeit zuriick, um Start und Ziel dem Graphen
hinzuzufiigen. SchlieBlich gibt getTimeFindPath an, welche Zeit fiir die Bestimmung

des optimalen Weges benétigt wird.
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Allerdings sind diese Ergebnisse nicht immer vergleichbar. Zunichst einmal hingt
die Ausfiithrungszeit stark von der verwendeten Hardware ab, speziell der Taktung der
CPU und dem Speicherdurchsatz. Wenn die Software in einer Multitaskingumgebung
lauft, steht ihr auch nicht die gesamte Rechenleistung zur Verfiigung. Es werden stets
noch einige andere Programme abgearbeitet. Dies konnen einerseits systemkritische
Aufgaben, wie das Taskscheduling, sein oder andere Anwendungen, beispielweise
Virenscanner, die stets im Hintergrund arbeiten. Aus diesem Grund ergeben sich selbst
auf dem gleichem PC Unterschiede. Um représentative Ergebnisse zu erhalten, sollten
die Messungen also auf der gleichen Hardware vorgenommen werden. Dabei diirfen,

soweit moglich, keine anderen Anwendungen arbeiten.
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5 Numerische Experimente

Im dritten Kapitel dieser Diplomarbeit wurde bereits die theoretische Komplexitit
der benutzten Algorithmen diskutiert. Dabei wurden Aussagen iiber die Laufzeiten
getroffen, wenn die Algorithmen besonders ,,schwierige® Problemfille 16sen miissen.
Solche Fille werden auch ,worst case*“ genannt. Ihre Betrachtung ist immer dann
wichtig, wenn ein Algorithmus nach einer bestimmten Zeit terminieren muss. Kann

diese Zeit im schlechtesten Fall eingehalten werden, so auch in allen anderen Fillen.

Wihrend also derartige Betrachtungen durchaus ihre Berechtigung haben,
interessiert in der Praxis auch der ,,typische bzw. ,,durchschnittliche* Anwendungsfall.
Leider ist die theoretische Betrachtung des ,,average case* sehr schwierig. Wihrend
man den schlechtesten Fall zumeist eindeutig modellieren kann, ist dies fiir einen
typischen Fall nicht moglich. Hier miisste die Komplexitit aller Problemfille an Hand

der Wahrscheinlichkeiten ihres Auftretens gewichtet werden.

In diesem Kapitel soll es daher darum gehen, einige praktisch gemessene
Bearbeitungszeiten vorzustellen. Die Messungen sollen analysiert und ihr
Zusammenhang mit den theoretisch erwarteten Werten diskutiert werden. Alle
Messungen wurden auf einem Pentium 4 mit einer Taktrate von 2400 MHz

vorgenomimen.

5.1 Szenarien

Fiir die Messungen der Laufzeiten werden drei verschiedene Szenarien benutzt,
jedes betont andere Aspekte der Algorithmen. Zudem ist jedes dieser Szenarien so
angelegt, dass die Grofe einfach variiert werden kann. Dies ist notig, da bei zu kleinen
Problemen die Messergebnisse zu stark verfilscht sind. Die benutzten Funktionen zur
Zeitmessung runden auf jeweils volle Millisekunden, so ist stets ein Fehler von bis zu

einer halben Millisekunde moglich. Daher sind bei grolen Zeiten die relativen Fehler
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geringer. Es werden jeweils drei Grofen betrachtet. Hierbei ist die zweite Version
doppelt so grof} wie die erste, der dritte Fall des Szenarios viermal so grof3. Es ergeben

sich insgesamt neun Probleminstanzen.

Abbildung 5-1: Szenario 1

Dieses erste Szenario besteht hauptsidchlich aus einer Reihe von schrig versetzen
Rechtecken. Dabei sind diese Rechtecke genau um die Hilfte der Hohe versetzt. Die
Reihe wird nochmals an der X-Achse gespiegelt und darunter angeordnet. Zwei weitere
Rechtecke schlielen diese Reihen links und rechts ab. Es handelt sich hier um einen
Fall, der durch den Algorithmus A* sehr schlecht bearbeitet werden kann. Zunichst
wird immer versucht, moglichst direkte Wege zu benutzen, welche jedoch durch das
letzte, lange Rechteck blockiert sind. Der korrekte Weg ,,aulen herum* wird erst ganz

am Ende untersucht.

Die GroBe kann variiert werden, indem die Anzahl der versetzten Rechtecke
verdndert wird. In der Abbildung ist dies durch die Punkte ,,...* angedeutet. Die kleinste
Ausfithrung des Szenarios beinhaltet insgesamt 100 Rechtecke, d.h. jeweils 49 oben und
unten, eines ganz links und eines ganz rechts. Die anderen beiden bestehen demzufolge

aus 200 und 400 Rechtecken.
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Abbildung 5-2: Szenario 2

Das zweite Szenario besteht nicht nur aus Rechtecken, sondern auch aus
regelmiBligen Sechzehnecken. Die Sechzehnecke sind jeweils gegeneinander versetzt,
ein Weg kann sich nur ,.hindurchschléngeln®. Die Grof3e der Rechtecke ist so gewdéhlt,
dass sie sich iiber die Grenzen des Weltmodells ausdehnen. So wird erreicht, das
wirklich nur dieser eine Weg optimal sein kann, da unter- bzw. oberhalb der Rechtecke
kein giiltiger Weg moglich ist. Durch die groBen Innenwinkel in den regelmiBigen
Vielecken sollte der BuilderRotatePartial hier eine groBe Anzahl Kanten einsparen

konnen.

In der einfachsten Version des Problems werden 32 Sechzehnecke und 32
Rechtecke bendtigt, also insgesamt 64 Hindernisse. Diese Zahl wird dann jeweils auf

128 und 256 verdoppelt, um die anderen zwei Auspriagungen des Szenarios zu erstellen.
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Abbildung 5-3: Szenario 3

Das letzte Szenario ist an einen Korridor und daran angrenzende Zimmer
angelehnt. Zwei verbundene Rechtecke stellen jeweils die Mauern zwischen den
Zimmern und dem Korridor dar. Die AuBenwand des Gebdudes wird durch die
rechteckige Begrenzung der Welt markiert. Der Startpunkt liegt jeweils in dem ersten
Zimmer und das Ziel am Ende des Korridors. Wieder besitzen die drei Varianten des
Szenarios eine unterschiedliche Zahl Polygone und dementsprechend auch mehr
»Zimmer®. Die Polygonzahlen belaufen sich in den drei Féllen auf 64, 128 und 256
Stiick.

5.2 GraphBuilder

5.2.1 Erzeugung des Basisgraphen

Zunichst soll das Verhalten der einzelnen GraphBuilder bei einer steigenden Zahl
von Hindernissen untersucht werden. Danach kommen wir auf das Verhiltnis der
GraphBuilder untereinander zu sprechen. In der folgenden Darstellung sind die Zeiten

angegeben, die der BuilderBruteForce zur Erstellung des Basisgraphen benotigt.
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Szenario 1 Szenario 2 Szenario 3
Hindernisse | Zeit in ms | Hindernisse | Zeit in ms | Hindernisse | Zeit in ms
100 35490 64 72784 64 49625
200 284328 128 546716 128 390046
400 2334779 256 4283633 256 3109087
Tabelle 5-1: BuilderBruteForce, Erstellen des Basisgraphen
Szenario 1 Szenario 3
3E+06 4E+06
3E+06 ra
2E+06
/ 3E+06
2E+06 / 2E+06 //
1E+06 2E+06 /
/ 1E+06
5E+05 /
OE+00 4——pemp——L L+ 4L 1] o+00 /U T —
—Zeitin ms —Zeitin ms
——n~3*0,036 n”~3*0,185

Diagramm 5-1 : BuilderBruteForce, Erstellen des Basisgraphen

In den Diagrammen wurde jeweils noch eine Funktion eingezeichnet, das n

befindet sich auf der Abszisse und steht dort fiir die Anzahl der Hindernisse. Diese

Funktionen sind jeweils kubisch. Es ist zu erkennen, dass sie eine gute Néiherung fiir die

tatsidchlich gemessenen Zeiten bilden. Somit wird die erwartete Komplexitit von O(n?)

bestétigt.

Da die kubischen Funktionen recht schnell wachsen,

Rechenzeiten von iiber einer Stunde erreicht.

werden hier
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Szenario 1 Szenario 2 Szenario 3
Hindernisse | Zeit in ms | Hindernisse | Zeit in ms | Hindernisse | Zeit in ms
100 688 64 2874 64 866
200 2840 128 12572 128 3798
400 11692 256 54320 256 15722

Tabelle 5-2: BuilderRotate, Erstellen des Basisgraphen

Szenario 1 Szenario 3
2E+04 20000
1E+04 , 18000 /
/ 16000 —
1E+04 — /
14000 .
)4 /
1E+04 // 12000 -
8E+03 10000 // al
6E+03 / / 8000 / —*
// 6000 hd
4E+03 %/ /"
4000 L
y yc
2E+03 /r/ 2000 /r{/'/
0E+00 } } } } } } } 0 } } } } } } }
—JZeitin ms [—1Zeitinms

n72*0,068

nA2*In n*0,015

n72*In n*0,05
nA2*0,21

Diagramm 5-2: BuilderRotate, Erstellen des Basisgraphen

Beim BuilderRotate zeigt sich in Tabelle 5-2 und Diagramm 5-2, dass die

gemessene Laufzeit in der Praxis nicht ganz so stark steigt, wie es der worst case

vermuten ldsst. Aber auch im typischen Anwendungsfall, liegt die Zeit noch deutlich

iber der quadratischen Funktion. Bei groer werdender Hinderniszahl wird der Vorteil

gegeniiber der kubischen Komplexitit jedoch sehr schnell deutlich. Im grofiten Szenario

2 wird statt einer Stunde nur noch knapp eine Minute gerechnet, man vergleiche dazu

Tabelle 5-1 und
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Szenario 1 Szenario 2 Szenario 3
Hindernisse | Zeit in ms | Hindernisse | Zeit in ms | Hindernisse | Zeit in ms
100 305 64 537 64 237
200 1289 128 2275 128 1032
400 5476 256 9563 256 4485

Tabelle 5-3: BuilderRotatePartial, Erstellen des Basisgraphen

Szenario 1 Szenario 3
7000 6000
/
6000 / 5000 ,
5000 - / B
/ , 4000
4000 o~ / R
/ K 3000 -
3000 : / -
/.' 2000 =
2000 /,,' i
0 ¥ } } } } 0 } e

[—1Zeitinms

—1Zeitinms

n"2*In n*0,0066
n72*0,031

n?2*In n*0,014
n"2*0,058

Diagramm 5-3: BuilderRotatePartial, Erstellen des Basisgraphen

Beim BuilderRotatePartial sehen wir in Tabelle 5-3 und Diagramm 5-3 annihernd

das gleiche Bild wie zuvor bei dem BuilderRotate. Der Unterschied ist hier, dass die

Konstanten der zusitzlich eingezeichneten Funktionen durchweg kleiner sind. Die

Laufzeit des BuilderRotatePartial liegt also stets in der gleichen Gré8enordnung, ist

aber generell um einen bestimmten Faktor geringer.
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Vergleich
woi LT
30,0% +— % klt.ein
20,0% 1— % ;n:(t)t:l

Szenario 1 Szenario 2 Szenario 3

Diagramm 5-4: Basisgraph, BuilderRotate und BuilderRotatePartial

Vergleicht man alle drei GraphBuilder, so fillt zunéchst einmal der grole Abstand
zwischen dem Bruteforce-Algorithmus und den beiden Sweep-Algorithmen auf. Der
enorme Vorteil, welcher mit der Hinderniszahl weiter wéchst, wurde ja bereits in der
theoretischen Betrachtung der Komplexitit begriindet. Dies wird also eindrucksvoll

durch die Messergebnisse untermauert.

Nicht ganz klar war jedoch zu Beginn der Untersuchung, wie grof} der Unterschied
zwischen den beiden Sweep-Algorithmen sein wiirde. Im Diagramm 5-4 wurden diese
beiden Algorithmen ins Verhiltnis gesetzt. Die Zeitspanne, welche BuilderRotate
benétigt, entspricht dort 100 Prozent. In den Messungen ergibt sich, dass der
BuilderRotatePartial nur etwa 15%-50% der Zeit benotigt, die BuilderRotate an der
gleichen Aufgabe rechnet. Wie in Diagramm 5-4 ersichtlich, ist die genaue Prozentzahl
nicht von der Grofle des Problems abhiingig. Es ist eher ein Zusammenhang mit dem
durchschnittlichen Innenwinkel der bearbeitenden Hindernisse zu erkennen. Im
Szenario 1, welches die kleinsten Innenwinkel aufweist, findet die geringste
Zeitersparnis statt. Im Szenario 2, wo die Innenwinkel der Sechzehnecke jeweils nur

knapp unter 180 Grad liegen, ist die Rechenzeit hingegen am kiirzesten.
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5.2.2 Kanten im Graphen

Der erstellte Graph ist nur ein Zwischenergebnis, da ausgehend von diesem
Graphen noch der optimale Weg bestimmt werden soll. Im Kapitel 3.3.3 wurde gezeigt,
dass verschiedene Graphen letztendlich zum selben Weg fithren. Daher ist fiir einen
GraphBuilder jeder dieser Graphen als Losung erlaubt. Trotzdem ist es natiirlich
erstrebenswert, dass ein Graph moglichst wenige der unnétigen Informationen enthilt.

Dies spart Speicherplatz und Zeit bei der weiteren Verarbeitung.

Folgende Tabelle liefert einen Uberblick der Kantenzahlen, welche die

verschiedenen Algorithmen erzeugen.

BuilderBruteForce | BuilderRotate |BuilderRotatePartial
Kantenzahl Kantenzahl Kantenzahl

o klein 19450 15237 6995
S _[ mittel 76427 58646 25520
ﬁ groB 303534 229665 97411
) klein 2522 2529 757
S | mittel 5082 5101 1492
ﬁ groB 10202 10241 2961
o klein 5015 5176 2057
§ o | mittel 18262 18621 6216
ﬁ groB 69332 70421 20790

Tabelle 5-4: Kantenzahlen in den erzeugten Graphen

Zu beachten ist hier allerdings, dass bei der Anwendung, der in der LEDA
Bibliothek implementierten Version des Algorithmus von Dijkstra, die Zahl der Kanten
jeweils verdoppelt wird. Da dort die Kanten gerichtet betrachtet werden, muss fiir beide

Richtungen eines Teilweges eine Kante eingefiigt werden.

Wie stark die Anzahl der Kanten steigt, hdngt hauptsichlich von der Anordnung
der Hindernisse ab, weniger von den Algorithmen selbst. Im ersten und letzten Szenario

ist es so, dass selbst die Hindernisse ganz links noch direkt mit den Hindernissen am
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rechten Ende der Welt verbunden werden konnen. Im zweiten Szenario ist das
allerdings nicht moglich. Jedes Hindernis hat hier eine begrenzte Anzahl direkter
Nachbarn unabhéngig von der Anzahl aller Hindernisse. So erklirt sich, dass der

Anstieg einmal quadratischen und einmal nur linearen Charakter hat.

Die Ergebnisse von BuilderBruteForce und BuilderRotate dhneln sich stark. Ein
Unterschied sind hier zunéchst einmal die Teilwege, die Diagonalen in einem Hindernis
darstellen. Diese werden vom BuilderBruteForce ja nicht korrekt erkannt. Allerdings ist
dies nicht der Grund fiir die Diskrepanz im Szenario 1. Hier handelt es sich um den

Sonderfall, wenn Teilwege Hindernisse beriihren.

Abbildung 5-4: Teilweg schneidet einzelnen Punkt

Abbildung 5-5: Teilweg verliduft auf Hinderniskante

Die beiden obigen Abbildungen 5-4 und 5-5 zeigen noch einmal die beiden
grundsitzlichen Moglichkeiten. Kurze Strecken konnten zu einer ldngeren
zusammengefiigt werden, welche jedoch redundant ist. Natiirlich konnen noch beliebig
viele weitere Polygonecken auf der Geraden durch A und C liegen. BuilderBruteForce
akzeptiert solche Teilwege, wenn sie nur jeweils einen Punkt des Hindernisses
berithren. Das entspriche hier der oberen Abbildung. BuilderRotate akzeptiert

grundsitzlich alle diese Teilwege jedoch nur, wenn sie in einer gewissen Reihenfolge
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abgearbeitet werden. Da A, B und C auf einer Geraden liegen, wird diesen Punkten bei
einem Sweep um A oder C der jeweils gleiche Winkel zugeordnet. Daher steht nicht
fest, welcher Punkt zuerst bearbeitet wird. Dies wird durch die anféngliche Reihenfolge
und das Sortierverfahren bestimmt. Letztendlich wird AC nur akzeptiert, wenn alle
Hindernisse, die einen Punkt wie B beinhalten, entweder komplett vor oder komplett

nach AC abgearbeitet werden.

Im Szenario 1 kommen nun aber aulergewohnlich viele Teilwege vor, welche sich
schridg an die Rechtecke anschmiegen und so jeweils genau eine Ecke beriihren. Der
BuilderBruteForce akzeptiert alle diese Wege, der BuilderRotate jedoch nur einige
wenige. Im Szenario 3 beriihren diese Teilwege jeweils Kanten von Hindernisse und
werden so vom BuilderBruteForce nie akzeptiert. Daher kommt BuilderRotate hier auf
eine geringfiigig hohere Kantenzahl, da tatsdchlich nur ein Bruchteil dieser unnotiger
Kanten erzeugt wird. Beide Algorithmen sind also im Bezug auf die Anzahl erzeugter
Kanten nahezu gleichwertig, nur ersterer ist in einigen besonderen Problemfillen

benachteiligt.

Interessant gestaltet sich auch der Blick auf das Ergebnis des BuilderRotatePartial.
Dieser erzeugt durchweg die wenigsten Kanten, und braucht dafiir sogar weniger
Rechenzeit. Die Kanten werden nicht durch zusétzliche Berechnungen verworfen,
sondern durch solche, die gar nicht erst ausgefiihrt werden. Es wird also nicht fiir jede
Kante einzeln eine Bedingung tiberpriift. Das Programm nutzt aus, das die Kanten
ohnehin nach dem Winkel geordnet vorliegen. Es iibergeht dann die Abschnitte, in

denen keine Kanten erzeugt werden miissen.
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Diagramm 5-5: Kantenzahlen, BuilderRotate und BuilderRotatePartial

Wie das Diagramm 5-5 zeigt, werden beim BuilderRotatePartial zwischen 50 und
70 Prozent der Kanten im Vergleich zu BuilderRotatePartial gespart, dessen
Kantenzahlen entsprechen hier 100 Prozent. Wiederum ist ein Zusammenhang zwischen
durchschnittlicher InnenwinkelgroBe und der Einsparung der Kanten zu erkennen.
Zudem scheint der Anteil der verworfenen Kanten immer weiter anzusteigen, wenn
mehr Hindernisse bearbeitet werden. Diesbeziiglich veranschaulichen die Abbildungen
5-6 und 5-7 den Vergleich des kompletten Sichtbarkeitsgraphen, wie in BuilderRotate

erstellt zu dem Ergebnis, welches BuilderRotatePartial erzeugt.
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Abbildung 5-6: Sichtbarkeitsgraph

Abbildung 5-7: durch BuilderRotatePartial akzeptierte Kanten

Wie man sieht, werden eine ganze Zahl Kanten zwischen den beiden Achtecken
ignoriert. In diesem Fall werden 11 von 15 Kanten aussortiert und nur 4 verbleiben. Zu
diesen Kanten zwischen den Achtecken, kommen aber noch die Kanten, die das
Achteck selbst beschreiben. Das sind hier natiirlich zwei mal acht Stiick. Von diesen
Kanten wird keine einzige eingespart. Es gibt also 16 Kanten, von denen keine entfernt
wird, und nur 15 von denen ein Teil entfernt wird. So ist eine Obergrenze fiir die
Einsparung, 15 von 31 Kanten, gegeben, was in etwa 50% entspricht. Fiigt man der
Szene nun weitere Hindernisse hinzu, so verdndert sich dieses Verhiltnis. Je nach
Anordnung konnten hier Kanten zwischen jedem Paar von Polygonen méglich sein. Bei
zehn Polygonen gibt es beispielsweise schon 45 (=10-9/ 1 - 2 ) Kombinationen aus 2
Hindernissen. Bei zehn Achtecken konnte man so bereits 45 - 15 Kanten finden, dies
sind insgesamt 675 Kanten. Diese stehen nun den nur 80 Polygonkanten gegeniiber.
Damit ist die Menge, aus der Kanten entfernt werden konnen, schon mehr als acht mal
grofer. Der Anteil der entfernten Kanten wichst also, weil der Anteil der moglichen

Kandidaten groBer wird.
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BuilderBruteForce | BuilderRotate |BuilderRotatePartial
Zeitin ms Zeit in ms Zeit in ms
o klein 4 5 2
g ~| mittel 18 14 6
[+}]
» groB3 80 56 24
o klein 1 1 1
E o Mittel 3 3 2
[«}]
) groB 5 5 4
o klein 2 2 1
E o | mittel 5 5 2
[}]
& groB 19 19 7
Tabelle 5-5: Dauer der Wegsuche bei verschiedenen Graphen
90
80
70
% 60
S
c 50
+~ 40
N 30
20
el 'z ——
0 h =T . T T T T L T

klein  mittel groB

klein

mittel groB

klein

mittel groB

O Builder BruteForce A BuilderRotate [0 Builder RotatePartial

Diagramm 5-6: Dauer der Wegsuche bei verschiedenen Graphen

Die verschiedenen Kantenzahlen der Graphen haben natiirlich auch eine

Auswirkung auf die Dauer der Wegsuche in diesen Graphen. In dieser Tabelle 5-5 und

dem obigen Diagramm 5-6 sind die gemessenen Zeiten des Algorithmus von Dijkstra

aufgelistet. Absolut gesehen, sind diese Unterschiede sehr klein. Da das Erstellen des

Graphen leicht einige Minute dauern kann, stellen die Zeiten im Bereich einiger

Millisekunden nur einen sehr geringen Bruchteil der Gesamtzeit dar. Diese Uberlegung
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trifft allerdings nur zu, wenn auch immer beide Berechnungen ausgefiihrt werden. Wie
schon in Kapitel 3.5 gezeigt, ist es ein Ziel, diese Schritte getrennt auszufiihren, weil
eventuell Wege mehrmals im gleichen Graphen gesucht werden. Daher ist auch diese

Beschleunigung eines einzelnen Schrittes um etwa 50 Prozent nicht uninteressant.

5.3 PathFinder

Wie oben gezeigt wurde, dauert die Suche nach dem optimalen Weg nur eine
relativ geringe Zeitspanne im Vergleich zur Erstellung des Graphen. Trotzdem sollen
hier nun auch noch die verschiedenen Implementierungen des PathFinder untersucht
werden. Zunéchst wird der Algorithmus von Dijkstra betrachtet. Die Messungen fanden
jeweils in dem Graphen, welcher durch den BuilderRotate erzeugt wurde, statt. Die

Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle 5-6 aufgelistet.
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Szenario 1 Szenario 2 Szenario 3
Knoten Zeitin ms Knoten Zeitin ms Knoten Zeitin ms
402 5 578 1 386 2
802 14 1154 3 770 5
1602 56 2306 5 1538 19

Tabelle 5-6: Wegsuche mit Algorithmus von Dijkstra

Szenario 1 Szenario 1
60 60
50 50 / /|_
40 40 /
30 30
20 L 20 /
10 e 10 -//
RS 8 8 &8 & I @ N S S S S S
T T T S $ S $ S
& s & & ¢
Hindernisse Kanten

—JZeitinms
n*In n*0,0021

+ Zeitinms

— Linear (Zeit in ms)

Diagramm 5-7: Wegsuche mit Algorithmus von Dijkstra

Die Komplexitit des Algorithmus von Dijkstra wurde im dritten Kapitel mit O(m +

n log n) angegeben. Dies bedeutet: die Laufzeit ist sowohl von der Anzahl der

Knotenpunkte (n) als auch der Kanten (m) abhingig. Das Diagramm 5-7 links zeigt,

dass im ersten Szenario der Einfluss der Kantenzahl auf PFDijkstra sehr grof ist. Wére

der Einfluss der Kantenzahl weniger stark, so wiirden die Zeiten sich eher an dem

gestrichelt eingezeichneten Graphen orientieren. Die Balken liegen immer weiter iiber

der eingezeichneten Funktion. In diesem Szenario wiachst die Zahl der Kanten

quadratisch zur Hinderniszahl und damit auch zur Anzahl der Knotenpunkte. Daher
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wird aus O(m+n log n) ein O(n?+n log n)=0(n?). Der Einfluss der Kantenzahl ist also,
zumindest in diesem Szenario, so grof3, dass ein linearer Zusammenhang zwischen ihr

und der Laufzeit entsteht (siehe dazu Diagramm 5-7, rechts).

Szenario 1 Szenario 2 Szenario 3
Knoten Zeitin ms Knoten Zeitin ms Knoten Zeitin ms
402 32 578 6 386 12
802 132 1154 11 770 49
1602 578 2306 23 1538 223

Tabelle 5-7: Wegsuche mit PFLedaDijkstra

Szenario 1
700

600

500

Wegsuche
400 O Vorbereitung

300

200

100

o
402 :]

802
1602

Hindernisse

Diagramm 5-8: Wegsuche mit PFLedaDijkstra

Die Implementierung PFLedaDijkstra sollte eigentlich #hnliche Laufzeiten wie
PFDijkstra erreichen konnen, da hier derselbe Algorithmus verwendet wird. Allerdings
verlangt die Implementierung in der LEDA Bibliothek, dass alle Richtungen und alle
Bewertungen schon explizit gespeichert sind. Bevor der Algorithmus also gestartet
wird, muss zunichst ein Graph erzeugt werden, in dem gerichtete Kanten fiir beide
moglichen Durchlaufrichtungen eines Teilweges existieren. Dann miissen fiir jede

dieser Kanten die Kosten berechnet und in einer groen Tabelle gespeichert werden.
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Dies benétigt ein Vielfaches an Zeit der eigentlichen Berechnung. Insgesamt wird die

Fiinf- bis Zehnfache Zeitdauer gemessen, je nach Verhéltnis der Kantenzahl zur Anzahl

der Knotenpunkte.

Szenario 1 Szenario 2 Szenario 3
Knoten Zeitin ms Knoten Zeitin ms Knoten Zeitin ms
402 6 578 1 386 0
802 19 1154 3 770 0
1602 73 2306 5 1538 0
Tabelle 5-8: Wegsuche mit Algorithmus A*
Szenario 1 Szenario 1
80 80
70 ] 70 &
60 60 /
50 50 /
40 40 /
30 —= 30 /
20 . o 20 /
10 — al 10 /r
0(\:-:‘l::,]:(\,'(\,:g'g:g'g o-|/ : : : :
&« § 83 8 & & ¥ © o @@Q § @@@ (\?Q@Q ‘{,?QQQ
Hindernisse Kanten
[ Zeitinms + Zeitinms

----- n*In n*0,0026

— Linear (Zeit in ms)

Diagramm 5-9: Wegsuche mit Algorithmus A*

In den ersten beiden Szenarien ist die Laufzeit des A*-Algorithmus mit dem

Algorithmus von Dijkstra vergleichbar. Im ersten ist der Aufwand zur Wegsuche

proportional zur Anzahl der Kanten. Dies liegt aber hauptsichlich daran, dass Szenario

1 so aufgebaut ist, dass der A*-Algorithmus damit sehr schlecht zurechtkommt. Bei der
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Suche nach dem Weg werden immer solche Kanten bevorzugt, deren Endpunkt
moglichst nahe am Ziel liegt. Im Szenario 1 geht der Algorithmus dadurch aber ,,irre®,
denn auch wenn man schon nahe beim Ziel ist, muss immer noch das letzte Hindernis,
das grofle Rechteck ganz rechts (siehe Abbildung 5-1), umgangen werden. Dadurch
entsteht wieder ein Umweg, so dass diese Wege dann doch verworfen werden. Damit ist
hier die Zeit verschwendet, die zur Berechnung der Schitzfunktion notig ist. Sie gibt
letztendlich keinen Hinweis auf den optimalen Weg im Szenario 1. Dieser Fall ist so
konstruiert, dass die Schitzfunktion quasi immer falsch entscheidet. In der Praxis sollte
ein solcher Fall allerdings nicht allzu oft auftreten. Wenn die Heuristik zumindest auf
einem kurzem Stiick des Weges eine Einsparung ermdglicht, sollte der Aufwand ihres

Einsatzes zumindest ausgeglichen werden.

Ebenso unwahrscheinlich ist es, stindig einen Fall wie in Szenario 3 anzutreffen.
Hier wird das Ziel sehr schnell gefunden. Und zwar so schnell, dass die Zeitmessung
die Zeit nicht registriert und auf Null abrundet. Sobald die Suche das ,Zimmer*
verlassen hat, gibt es eine direkte Verbindung zum Ziel. Diese wird dann auch sofort
gewidhlt. Es wird keines der anderen Zimmer untersucht und daher eine kurze

Rechenzeit erzielt.
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Szenario1l Szenario2 Szenario3
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O Dijkstra & A-Stern

Diagramm 5-10: Algorithmus von Dijkstra und Algorithmus A*

In dem obigen Diagramm 5-10 werden die Ergebnisse von PFDijkstra und PFAStar
gegeniiberstellt. Die Ergebnisse des A*-Algorithmus liegen im Szenario 1 etwas iiber
denen des Algorithmus von Dijkstra. Wie beschrieben handelt es sich aber dort um eine
eher ungewoOhnliche Situation, in welcher der Einsatz der Heuristik keinen Vorteil
bringt. Im zweiten Szenario ist das Verhiltnis ausgeglichen, das heifit beide
Algorithmen bendtigen in etwa die gleiche Rechenzeit. Im letzten Szenario funktioniert

die Schitzfunktion dann sehr gut und A* benotigt wesentlich weniger Zeit.

Es gibt also in drei verschiedenen Szenarien drei unterschiedliche Ergebnisse. So
kann es keine eindeutige Empfehlung geben, wie die Wahl zwischen dem Algorithmus
von Dijkstra und dem A*-Algorithmus ausfallen soll. Der erstgenannte Algorithmus
arbeitet immer so, dass er vor dem Erreichen des Ziels schon alle Knotenpunkte im
Graph besucht hat, zu denen einen Weg mit einer geringeren Bewertung als zum Ziel
existiert. Dafiir dauert die Untersuchung der einzelnen Knoten nicht so lange wie beim
A*-Algorithmus, da keine Schitzfunktion oder Ahnliches ausgewertet wird. Hier wird
wiederum durch den FEinsatz einer solchen Heuristik die Reihenfolge, in der die
Knotenpunkte untersucht werden, abgeindert. Es werden zunéchst solche Knotenpunkte

untersucht, die moglichst nah an der direkten Strecke zum Ziel liegen. In vielen Féllen
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fiihrt dies dazu, dass beim A*-Algorithmus weitaus weniger Knotenpunkte untersucht
werden. Dann fillt die Rechenzeit, welche von der Heuristik bendtigt wird, nicht mehr
ins Gewicht. Als Faustregel kann man sagen, dass der A*-Algorithmus immer dann sehr
wenige Knotenpunkte untersuchen muss, wenn der optimale Weg ,,nahe* an der Strecke

zwischen Start-Ziel liegt.
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6 Ausblick

Im Rahmen der Diplomarbeit wurde ein Programm entwickelt, in dem der
Benutzer einen Hindernisparcours vorgibt. Dieser besteht aus Polygonen sowie einem
Start- und Zielpunkt. Verschiedene im Programm implementierte Algorithmen kdnnen
dann aus diesen Daten einen optimalen Weg bestimmen. Bei der Realisierung des
Programms wurde Wert darauf gelegt, dass einzelne Teile des Programms leicht
austausch- und erweiterbar sind. Es soll aufgezeigt werden, welche grundsitzlichen

Moglichkeiten bestehen, das Einsatzgebiet des Programms zu erweitern.

Der erwidhnte modulare Aufbau des Programms ermoglicht, durch Erweiterung des
vorhandenen Quelltexts, Probleme zu bearbeiten, welche nicht im Fokus dieser Arbeit
liegen. Dazu konnen entweder neue Teile in das bestehende Programm eingefiigt oder
einzelne Module in einem anderen Projekt wiederverwendet werden. Um diesen
Vorgang zu erleichtern, ist der Quellcode durchgingig nach den in Kapitel 4.3

aufgestellten Regeln strukturiert.

6.1 Implementierung von Interfaces

Um das Programm zu erweitern, ist es am einfachsten, eines der definierten
Interfaces neu zu implementieren. Dieses neue Modul verhilt sich dann nach auen hin
genau so wie vorher definiert. Daher muss im restlichen Programm kein Code
modifiziert werden, der auf das Modul zugreift. Finzig die Stelle, an der das Modul

gewihlt wird, muss noch veréindert werden.

6.1.1 EdgeCost und CostBound

Um eine Metrik festzulegen, mit der die Entfernung zweier Knoten gemessen wird,
wird das Interface EdgeCost neu implementiert. Zu jeder Metrik, die auch mit dem A*-

Algorithmus benutzt werden soll, wird zusitzlich eine konsistente Schétzfunktion
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benotigt. Diese muss in einer von CostBound abgeleiteten Klasse codiert werden.
Bereits durch diese relative kleine Anderung konnen verschiedene neue Aspekte

betrachtet werden.

Mochte man beispielsweise den Weg mit den wenigsten Kanten finden, so reicht es
aus, als Entfernung jeweils die Zahl 1 anzugeben. Man kann sich aber auch davon 16sen,
Entfernungen zu benutzen und gibt stattdessen die Zeit fiir einen Teilweg an. So ergibt
sich die Moglichkeit, dass der Roboter keine gleichférmige Bewegung ausfiihrt,
sondern auch beschleunigt und abbremst. Fine andere Idee wire, dass der Roboter sich
nicht auf allen Wegen gleich schnell bewegen kann. Er konnte dann eine Asphaltstraf3e
einem Schotterweg vorziehen. Sogar die Bearbeitung von dreidimensionalem Gelidnde
wire so moglich. Fiir Teilwege, die aufwirts fithren, wiirde man hier die Zeit, je nach
Steigung, entsprechend verldngern. Der optimale Weg wiirde dann eher weniger steile

Stiicke enthalten, um diesen Zeitverlust zu minimieren.

Allerdings kann nicht fiir alle Metriken garantiert werden, dass wirklich der
optimale Weg gefunden wird. Es wird lediglich der beste Weg gefunden, der sich aus
den Teilwegen zusammensetzen lidsst. Aber es sind auch noch Wege denkbar die
»Zwischen® diesen Teilwegen verlaufen. Fiir den euklidischen Abstand ldsst sich zwar
beweisen, dass alle diese Wege ldnger sein miissen. Im allgemeinen Fall gilt dies
allerdings nicht. Hier kann nur garantiert werden, dass ein Weg gefunden wird, sofern
ein solcher existiert. Ob dieser optimal ist oder wie viel er vom optimalen Weg

durchschnittlich und im Hochstfall abweicht, muss erst noch untersucht werden.

6.1.2 GraphBuilder

Die Suche nach dem optimalen Weg benétigt also bei einer anderen Metrik eine
ganz andere Teilmenge der moglichen Bewegungen als Teilwege. Daher ist es auch
moglich, einen neuen GraphBuilder zu implementieren, welcher diese Wege wihlt. Im
Allgemeinen ist es allerdings aulerordentlich schwer, eine endliche Anzahl Teilwege zu
bestimmen, aus denen der optimale Weg, im Hinblick auf eine bestimmte

Kostenfunktion, konstruiert werden kann. Denkt man noch mal an das genannte

99



Implementierung von Interfaces

Beispiel der Steigungen an einem Berg: schon allein die Zahl aller Wege, die
waagerecht verlaufen, ist unendlich. Und auf jedem einzelnen dieser Wege konnen
wieder unendlich viele waagerechte Teilwege gefunden werden. Da Start und Ziel
selten auf einer Hohe liegen, werden dann auch noch alle Wege benétigt, auf denen man
Hohenunterschiede moglichst optimal bewiltigen kann. In solchen Fillen wird es notig
sein, Néherungslosungen zu finden, um dem optimalen Weg zumindest nahe zu
kommen. Hier muss man natiirlich fragen, ob nicht schon durch die Projektion in die

Ebene, eine geniigend genaue Losung erzielt wird.

Statt eines GraphBuilder, der andere Teilwege sucht, konnten natiirlich auch die
vorhandenen noch verbessert werden. Einerseits konnte versucht werden, die aktuell
benétigte Rechenzeit zu senken oder noch mehr unnétige Kanten aus dem Graph
auszuschlieBen. Man konnte jedoch auch eine Niherungslosung anstreben, welche
einfacher zu berechnen ist als ein kompletter Sichtbarkeitsgraph. Bendtigt man
beispielsweise ein sehr detailliertes Wegenetz eines ganzen Gebédudes, so kénnte man
zuniéchst alle Zimmer einzeln berechnen. Die entstehenden Teilgraphen wiirden dann an
den Tiiren zusammengefiigt, woraus sich dann der gesamte Graph ergibt. Alle Wege
innerhalb eines Zimmers wéren so noch optimal. Nur wenn ein Weg durch eine Tiir
fiihrt, so weicht er dort vom optimalen Weg ab. Der Vorteil wire jedoch, dass zu jedem
Knotenpunkt nicht mehr alle moglichen Verbindungen auf alle Hindernisse iiberpriift
werden miissen. Es ist ausreichend, die Verbindungen in einem Raum mit den

Hindernissen innerhalb dieses Zimmers zu testen.

6.1.3 PathFinder

Zum gegenwirtigen Zeitpunkt existieren PathFinder, welche den Algorithmus von
Dijkstra und den A%*-Algorithmus implementieren. Beide arbeiten mit positiven
Kantenbewertungen. Eine sinnvolle Erweiterung fiir das Programm konnte sein, dass
auch negative Bewertungen bearbeitet werden konnen. Dazu wire beispielsweise dann
der Algorithmus von Moore und Ford geeignet. Er arbeitet korrekt, solange keine
geschlossenen Kantenziige (Kreise) mit negativer Gesamtbewertung im Graph

auftreten.
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Auch eine Verbesserung oder Erweiterung der beiden vorhandenen Algorithmen ist
durchaus denkbar. In [MNO99, S. 333ff] wird ein zweiseitiger Suchalgorithmus
vorgestellt, bei dem der Algorithmus von Dijkstra gleichzeitig am Start- und am
Zielpunkt eingesetzt wird. Es wire interessant, diesen mit der vorhandenen Klasse
PFDijkstra zu vergleichen. Auch eine neue Implementierung des A*-Algorithmus wére
moglich, damit man auch Schitzfunktionen, welche zwar zuldssig aber nicht konsistent

sind, benutzen kann.

6.2 Weiterverwendung in der Praxis

In dem vorliegenden Programm konnen die Ergebnisse der Berechnungen nur
graphisch dargestellt werden. Ein spiteres Ziel sollte jedoch sein, einen Roboter mit
diesen Ausgaben zu steuern. Grundsitzlich ist es dazu notig, das Ausgabemodul zu
ersetzen oder zumindest zu erweitern. Im Moment werden die berechneten Daten in
Form einiger Linien und Punkte ausgegeben. Diese miissten stattdessen in

Bewegungsbefehle fiir einen Roboter umgewandelt werden.

Ein berechneter Weg besteht aus einer Menge von ,,Wegpunkten®. Ein Roboter
miisste sich jeweils auf gerader Linie von einem Wegpunkt zum nichsten bewegen.
Danach sollte er sich auf den iiberndchsten Punkt ausrichten und dann mit diesem
fortfahren und so weiter. Ein Roboter kann seine Befehle nur mit begrenzter
Genauigkeit ausfithren. Daher muss er immer wieder iiberpriifen, ob er noch auf dem
berechneten Weg ist. Dazu konnte er beispielsweise fortlaufend den Abstand zum
aktuellen Teilweg messen und bei einem zu groflen Fehler eine Korrektur durchfiihren.
Auch wire es moglich, dass in regelmiBigen Abstinden der Weg komplett neu
berechnet wird, beispielsweise wenn eine bestimmte Entfernung zuriickgelegt ist. Somit
wird vermieden, das sich die Fehler aufsummieren. Fiir diese moglichen Abweichungen
vom Weg sollte beim Erstellen des Weltmodells bereits ein Sicherheitsabstand
eingeplant werden. Ebenso ist dies notig, wenn sich der Roboter nicht auf der Stelle

drehen kann.
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Weiterhin sollte bedacht werden, dass der Roboter auf ein unerwartetes Hindernis
treffen konnte. Dies wire natiirlich auszuschlieBen, indem man den Roboter in einem
abgeschlossenen Raum arbeiten ldsst, den niemand sonst betreten darf. Das wiirde die
Einsatzmoglichkeiten eines Roboters aber stark einschrinken und ist daher nicht immer
praktikabel. Es konnen verschiedene Strategien entwickelt werden, wie der Roboter sich
dann verhalten soll. Er kénnte einfach warten, bis das Hindernis verschwindet, wenn es
sich beispielsweise um einen Menschen oder einen anderen Roboter handelt. Treffen
sich allerdings mehrere Roboter, so muss eine iibergeordnete Instanz entscheiden, wer
wartet und wer ausweicht. Ist ein Ausweichen notig, konnte versucht werden, sich am
Hindernis entlang zu tasten. Dies wird fortgefiihrt, bis man wieder zuriick auf dem
korrekten Weg ist. Auch wire es moglich, die entsprechenden Kanten aus dem Graphen

zu entfernen und die Berechnung des optimalen Weges dann erneut durchzufiihren.

Ein Roboter, welcher derartige neue Hindernisse, eventuell erst nachdem sie
mehrmals auftraten, in sein Weltmodell einfiigt, wire folglich sogar lernfihig. Es wére
ihm moglich, sich an eine verdnderte Umwelt anzupassen. Nachdem ein unerwartetes
Hindernis in seine interne Karte aufgenommen wurde, wird beim néichsten Mal ein
optimaler Weg geplant, der das Hindernis von vorn herein umgeht. Fiihrt man dies
konsequent weiter, so sollte der Roboter ein spezielles Suchprogramm haben. Dieses
konnte immer dann aktiviert werden, wenn der Roboter keinen anderen Arbeitsauftrag
bearbeiten muss. Begibt er sich dann in diesen Modus, so geht er nach einem
bestimmten Schema das gesamte Arbeitsgebiet ab und erneuert sein Weltmodell. Das
bedeutet, es wird iiberpriift, ob es noch alle Polygone gibt, die darin verzeichnet, sind
oder ob irgendwo ein neues Hindernis verzeichnet werden muss. Ein solcher Roboter
konnte sogar ohne jegliche Information starten und sich selbst ein Weltmodell

aufbauen, indem er zunichst das gesamte Gebiet nach Hindernissen absucht.
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These II:

These I1I:

These IV:

These V:

Ziel dieser Arbeit ist die Konzeption und Realisierung eines Programms,
welches kollisionsfreie Wege fiir Roboter in einer zweidimensionalen

Modellwelt plant.

Verschiedene Algorithmen zur Bestimmung des Sichtbarkeitsgraphen sowie
Suche des optimalen Weges von einem Start- zu einem Zielknoten in

diesem Graphen wurden untersucht, implementiert und verglichen.

Der naive Ansatz, alle Teilstrecken auf Kollision mit allen Hindernissen zu
testen, erweist sich in der Praxis bei groferen Szenarien als zu langsam.

Bewdihrt hat sich ein Ansatz unter Verwendung des Sweep-Paradigmas.

Bei komplexen Weltmodellen, das heiflt zahlreichen Polygonen mit vielen
Kanten, wird sowohl bei Erstellung des Graphen als auch bei der
Bestimmung des optimalen Weges eine grofle Zeitersparnis erreicht, wenn

unndtige Kanten ausgeschlossen werden.

Durch den objektorientierten Designansatz konnen die Ergebnisse dieser

Arbeit gut erweitert und wiederverwendet werden.
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